UNISANTA — Engenharias ( Noturno ) — Célculo 1 — Prof. Joaquim — folha 5
Em Geometria Analitica, o coeficiente angular ( ou declive, ou inclinagfio ) de uma reta qualquer, calcula-se
assim: m= %; a equaglo dessa reta escreve-se : y = m.(X - X, ) +y,; em Célculo Integral , as retas que

nos interessam sa as “retas tangentes ao gréfico de f (x ) no ponto de tangéncia P ( x 0» Yo J7; neste caso,
o declive da reta tangente representa-se por £'(x ) ; para calcular o valor numérico de f'(x ) , achamos f'(x)

e substituimos a variavel x por X,; por exemplo: se f(x)=3x’+6x+3ex,=5, entdo £'(5) = 36.
A equaco da reta tangente e': X, :€ a abscissa do ponto de tangéncia P
y=1(xy).(x-x,) +y, IMPORTANTE ! vy, ouf(x,) ¢ aordenada do ponto de tangéncia P.

Nos problemas que envolvem retas tangentes, quando conhecermos o valor de x ,, encontrar a equagio da

reta tangente torna-se uma tarefa facil ( dizemos que x € “o cara”)

DERIVADAS ( taxas de variagdo; inclinagdes de retas tangentes )
A inclinag8o ( ou coeficiente angular ) da reta tangente ao grafico de f{(x) representa a taxa de variagéio
instantinea de f(x) em relagdo a x, para um dado valor de x; assim, por exemplo, temos:

velocidade = g{ ( taxa de variagfio da posi¢do em relagio ao tempo )
/4

aceleragio = % ( taxa de variacdo da velocidade em relagio ao tempo )

dg

i= = ( intensidade da corrente € a taxa de variagio da carga elétrica em relagdo ao tempo)
t

P= —jg ( Poténcia € a variagdo do trabalho em relacdo ao tempo), etc.

Exercicio classe A : mostre que : 1) A taxa de variagdo da area de um circulo, em relagfo ao raio, ¢ igual
Ao comprimento de sua circunferéncia. 2) A taxa de varia¢io do volume de um cubo, em relagio a medida
De sua aresta, € igual a metade de sua 4rea total; 3) A taxa de varia¢io do volume de uma esfera, em relagio
A medida do raio, & igual 4 4rea de sua superficie ; 4) A taxa de variag#o da area de um quadrado, em

relagéo
A medida de seu lado, € igual a metade de seu perimetro.
Quadrado Cubo - Cilindro reto Esfera Conereto  Circulo
A
! x / - ﬂ_y.__B
2 e \\‘ /
4 X
- 2 3 2 it 4 3 e l 2 18 2
A=xXx N=x Ne#zr-Ah V—g.ﬂ'.l” V—gﬁ.r h A= rmr
A=4.r7r1° A=rmrg C=2.7f

C=4x A = 6x? A=2¢xzxh

Néo esquega :| y=1(x,).(x-x,)+y,|; X,:6aabscissa do ponto de tangéncia P

Equagio da reta tangente!  y, ou f(x,) é a ordenada do ponto de tangéncia P.

'(x,) € o coeficiente angular da reta tangente
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F_QRMULAS E “DICAS” UTEIS_
A ‘ * 2 m o _ m+n " m—n MN\NH _ __mn -n__ 1 a —m b n
1. Poténcias e radicais a”".a"=a : - F(BT) =a ;al=— wlo Y Rl
e Belegte S eSS v 5 %
(ab)"=a".b" ; Ya" = a” ; se liga nessa : %’: % (IMPORTANTE)
dy
2. Trigonometria
senx = ¥ secx = ; “quente” :sen’x +cos’x =1
b ;T a COSX e
o = i
ol b cosx =< senx = £+/1—cos’x ; cosx= ++/1—sen’x
i a
<o n
o m_ e tgx = é tg2 x+1=sec’x 7 senZx = 2.8enx.cosx
2 c

cos2x =cos2x - sen’x

Fung¢des circulares inversas

Se x = seny , entdo y = arcsenx ( arco cujo seno vale x)
Se x = cosy , entdo y = arccosx ( arco cujo cosseno vale x)
Se x=tgy, entdoy = arctgx ( arco cuja tangente vale x)

3. Exponenciais ¢ logaritmos

~ Se x =e”(fungdo exponencial) , entdo y = Lnx ( fungdo logaritmo natural)

Propriedades dos logaritmos :

Ln(a.b)=Lna+Lnb ; Ln( %) =Lna—Lnb ; Lna’=b.Lna (lei do “tombo”)

4. Equaglo da reta tangente:

= F(x ) (x-%x5) 1Y,

, onde : x e y sfo as variaveis;

X, € a abscissa do ponto de tangéncia ; y, ¢ a ordenada do ponto de tangéncia.

f'(x,) ¢ o declive ( ou coeficiente angular da reta ) e mede a “taxa de varia¢do instantinea”.

3. R AR ISR 0

(uv)=u.v+vi.oa ( pl‘OdutO L - =
v

uyv—vu y
————— (quociente ).
Vv
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Exercicio : Use a tabela de derivadas e as regras de derivag8o para achar a derivada de cada funcfo :

X

1) youf(x)= vx .senx 2)y oufx)= £ 3)youf(x)=¥x* igx 4)youf(x)= —ﬁjx:
X

x 3{. 2

Resp: 1) f'(x) ou D _ S, Jx cosx 2)f (x) ou—= @ _( - 3)f'(x) ou dy _ 2gx | s
dx  2x dx zt dx it e %

dy _ 2x.sec’ x—itgx e 1 ’ .
——————=— (OBS:sec”x¢omesmo que >— 3 X.+/X € 0 mesmo que x/x_).

4y f'(x) ou— 5

N L cos’ x

DERIVADA DA FUNCAO INVERSA

Para podermos acrescentar novas formulas 4 nossa tabela de derivadas, vamos mostrar como, dada uma
fungfio y = f(x), cuja derivada n6s conhecemos, podemos encontrar a derivada de sua fungfo inversa

—j—‘;{— , N80 esqueca.

dy
EXEMPLO : Encontre a derivada de y = Lnx ( logaritmo natural) Temos Ws Lnx ,entdox =¢”

e

pois a fum;ao exponencial e a fungfo logaritmo natural sfo inversas

x=1f"(y) . IMPORTANTE : % ¢ 0 mesmo que

. ‘ ; ; ] AR
e Xx=¢’ entdo ol e” ( veja atabela). Assim , L = —,jaquee’=x (Inx)'= A
" dy e & & x 5
dy
EXEMPLO : Encontre a derivada de y = arcsenx ( 1&=:se““arco cujo seno vale x)
dx 1 1
Se y=arcsenx , X = seny ( fun¢Bes inversas ) ¢ — = cosy .Assim, —= ——=
dy dx dx cosy
dy
J:omo sen’y +cos>=1, entdo cosy = 1/1—Sen2y;_.% = —12", pois sen’y = x>
1-x
EXERGCICIO : Siga o modelo do exemplo anterior para mostrar: que : 1) (arccosx)” = - : -
T e A1—x

2) (arctgx)'= T - ( Lembrete : tg’y + 1 =sec’y)
+
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RETAS TANGENTES |

Uma das aplica¢Bes mais importantes do Calculo Diferencial é encontrar a equagiio da reta tangente ao
grafico de f(x) no ponto de tangéncia P(x ¥, P Y= )%, )ty onde:
f'(x ) € o coeficiente angular da reta tangente, X e y sdo as variaveis, X, (“o cara”) é a abscissa do ponto

de tangéncia ey, € a ordenada do ponto de tangéncia.
EXERCICIOS ( Retas tangentes )

Encontre a equagdo da reta tangente 4 curva nos seguintes casos: 1) f(x) =x”-8x+9 , e a abscissa do
ponto de tangéncia vale 3. Resp. y=-2.x

Dfix)=2x>+5x—-8 e x,=-3 ; Resp. y=59x+96
3) f(x)=-3x>+14x - 1 , e é perpendicular a reta de equagfio: 2x + 4y +3 =0 : Resp. y=2x+11
4) f(x) =x*+3x e é paralela a reta de equagdo : x — 2y +3 =0 ; Resp.y*2x+i

Exercicio “CRUEL” : Encontre as equagdes das retas tangentes ao grafico de f(x)=3x —2x° , e que
passam pelo ponto F(2,0), foradacurva. Resp. ) y=-x+2 ; (ii) y=-9x + 18

TAXAS DE VARIAGAO RELACIONADAS

Em muitos problemas de Engenharia, Fisica , Matematica ¢ Economia, temos uma fungdo ( em geral na
variavel independente X, e precisamos derivar essa fungfo em relagfio a outra variavel ( em geral ,1);
nesses casos, a derivagio ¢ feita seguindo-se as tabelas e as regras de derivagfio, com uma ‘NOVIDADE”:

No lado esquerdo da igualdade aparece % e do lado direito, aparece % ( supondo-se que a nova varidvel

3
sejat) . EXEMPLO : aderivadade y=2x’ emrelagioaté %= diy ) isto € : i{}i = 0X. L

3

dt dt
Exercicio: Encontre o ,onde V= 1 zt' 1 Resp. 9z=47rr2 Ez’_r_
T s di 3 di dt
Exercicio : Encontre %dV ,sendo V=x> ; Resp. ——dV = 3x? .;dx
i dt dt di
Exercicio: Encontre EI-K ,sendo V=4xzh ; Resp. gz =4, @
oo dt di dt
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DERIVADA COMO TAXA DE VARIACAO - EXERCICIOS

1. Uma epidemia de gripe HIN1 atingiu uma regifo; técnicos do Ministério da Saude estimam que o
nimero de pessoas infectadas pelo virus t dias apés o inicio da epidemia € P(t) = 60t” - t*. Qual a taxa
de variagfio do n° de pessoas infectadas, em relagio ao tempo, depois de 3° dias?

Resp % = 900 pessoas/dia
2. Uma analise de produgfo didria de uma linha de montagem mostra que cerca de

P=60t +1° - %tB unidades sdo produzidas apés t horas de trabalho ( 0 <t <8). Qual a taxa de varniacio

da producéo ( em unidades por hora), quando t = 4 horas? Pesp. %§= 63 unidades/hora

3. Uma torneira com defeito esta gotejando agua; apds t horas, restam f(t) = 5t - Jt litros no
recipiente.

Qual a taxa de variagdo da dgua ( em litros por hora), depois de 4 horas? Resp. j—j; = 4,7 lirros/hora

4. Ap6s uma campanha publicitaria, as vendas de um produto inicialmente crescem e depois decrescem.
Suponha que t dias apés o fim da campanha as vendas sejam V(t) = -3t* + 30t + 100 unidades Qual a

taxa de varia¢fo do n° de unidades em relagio ao tempo, quando t = 2 ? Resp. 6;—]; = 4,7 (unidades/dia)

5. Suponha que o custo total de producio de x unidades de um certo produto seja C(x) =3x >+ 5x + 10
(R$) . Qual o custo marginal de 5° unidades produzidas ? OBS : Os economistas chamam CUSTO

Resp. ‘;—f ou C’(50) = 305 (R$ / unidade)

TAXAS DE VARIACAO REALACIONADAS - EXERCICIOS

1. Um baldio esférico flexivel é inflado com hélio a uma taxa de 1007 m’/min; a que taxa o raio estara

variando quando seu valor for 5 metros? E a superficie? OBS : V = —;E zr’ ;S=4x1’

Resp. B8 i : o s .
dt dr

2. Um liquido esta saindo por um furo feito no fundo de um tanque cilindrico de 2 metros de raio a uma
taxa de 0,6 m’/min; A que taxa, em relagéio ao tempo, a altura (“profundidade” do liquido diminui?

Resp. %];— - 0,05 m/min.



