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33..33  ––  MM ééttooddoo  ddaa  ddeeffoorrmmaaççããoo  hhoommooggêênneeaa  

UUmm  eexxeemmpplloo  oonnddee  aa  ddeeffoorrmmaaççããoo  hhoommooggêênneeaa  aattuuaa  sseemm  qquuee  ooccoorrrraa  aa  pprreesseennççaa  ddee  
ddeeffoorrmmaaççããoo  ppoorr  aattrriittoo  ee  ddeeffoorrmmaaççããoo  rreedduunnddaannttee  éé  aa  ddeeffoorrmmaaççããoo  ssooffrriiddaa  ppoorr  uumm  ccoorrppoo  ddee  pprroovvaa    
((CCPP))  ddee  ttrraaççããoo  ((vviiddee  ffiigguurraass  II..11,,  II..99  ee  II..1155))  aattéé  aanntteess  ddaa  eessttrriiccççããoo..  NNeessttee  ccaassoo,,  oo  mmaatteerriiaall  
eennccoonnttrraa--ssee  lliivvrree  ppaarraa  ddeeffoorrmmaarr--ssee  ee  aa  aabbssoorrççããoo  ddee  eenneerrggiiaa  ppooddee  sseerr  ccaallccuullaaddaa  ddee  mmaanneeiirraa  
rreepprreesseennttaattiivvaa  ccoonnssiiddeerraannddoo--ssee  aass  ddiimmeennssõõeess  iinniicciiaaiiss  ee  ffiinnaaiiss  ddoo  CCPP..  CCoommoo  jjáá  ssuuggeerriiddoo  ppeellaa  
ttaabbeellaa  33..22  ee  ffiigguurraa  33..66,,  eessttee  éé  oo  mmooddoo  ddee  ddeeffoorrmmaaççããoo  qquuee  nneecceessssiittaa  ddee  mmeennoorr  qquuaannttiiddaaddee  ddee  
eenneerrggiiaa  ppaarraa  ooccoorrrreerr..  

OO  mmééttooddoo  ddaa  ddeeffoorrmmaaççããoo  hhoommooggêênneeaa  ppaarrttee  ddoo  pprriinnccííppiioo  ddee  qquuee  aass  ddeeffoorrmmaaççõõeess  
ooccoorrrriiddaass  nnoo  pprroocceessssoo  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  mmeeccâânniiccaa  ssããoo  ttooddaass  hhoommooggêênneeaass  ((ffiigg..  33..66..aa)),,  oouu  sseejjaa,,  
qquuee  nnããoo  eexxiissttaamm  ddeeffoorrmmaaççõõeess  ppoorr  aattrriittoo  ((ffiigg..  33..66..bb))  oouu  rreedduunnddaanntteess  ((ffiigg..  33..66..cc))  pprreesseenntteess..  
CCoonnhheecceennddoo--ssee  aa  ddeeffoorrmmaaççããoo  aassssoocciiaaddaa  aaoo  pprroocceessssoo  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  pplláássttiiccaa,,  ppooddee--ssee  
ccaallccuullaarr  ffaacciillmmeennttee  aa  eenneerrggiiaa  ccoonnssuummiiddaa,,  ppoorr  uunniiddaaddee  ddee  vvoolluummee  ((UU00)),,  ssiimmpplleessmmeennttee  ppeellaa  
ddeetteerrmmiinnaaççããoo  áárreeaa  ssoobbrree  aa  ccuurrvvaa  tteennssããoo  vveerrssuuss  ddeeffoorrmmaaççããoo,,  oouu  sseejjaa,,  ppeellaa  iinntteeggrraaççããoo  ddaa  tteennssããoo  
ppeellaa  ddeeffoorrmmaaççããoo  iinnffiinniitteessiimmaall,,  ccoonnffoorrmmee  iilluussttrraaddoo  nnaa  ffiigguurraa  33..88..  
  

  

FFiigguurraa  33..88   ––  EEssqquueemmaa  iilluussttrraannddoo  ccoommoo  éé  rreeaalliizzaaddoo  oo  ccáállccuulloo  bbáássiiccoo  ddoo  mmééttooddoo  ddaa  ddeeffoorrmmaaççããoo  
hhoommooggêênneeaa..   

PPooddee--ssee  nnoottaarr,,  ccoommoo  ssuuggeerriiddoo  ppeellaa  ffiigguurraa  33..88,,  qquuee  aass  ddeeffoorrmmaaççõõeess  eelláássttiiccaass  ssããoo  
ccoonnssiiddeerraaddaass  ssuuffiicciieenntteemmeennttee  ppeeqquueennaass  ppaarraa  sseerreemm  ddeesspprreezzaaddaass  nnoo  ccáállccuulloo  ddaa  eenneerrggiiaa  ddee  
ccoonnffoorrmmaaççããoo..  EEssttaa  pprrááttiiccaa  éé  rraazzooáávveell  ppaarraa  aa  mmaaiioorriiaa  ddooss  pprroocceessssooss,,  oonnddee  aass  ddeeffoorrmmaaççõõeess  
eelláássttiiccaass  ssããoo  ccoommppaarraattiivvaammeennttee  mmeennoorreess  ddoo  aass  ddeeffoorrmmaaççõõeess  pplláássttiiccaass..  
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NNooss  pprroocceessssooss  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  aa  qquueennttee,,  oo  pprróópprriioo  eennccrruuaammeennttoo  ((aauummeennttoo  ddaa  tteennssããoo  
ddee  eessccooaammeennttoo))  ppooddee  sseerr  ddeesspprreezzaaddoo  ttaammbbéémm..  NNeessttaa  ssiittuuaaççããoo  aa  vvaarriiaaççããoo  ddaa  tteennssããoo  ddee  
eessccooaammeennttoo  éé  pprraattiiccaammeennttee  nnuullaa,,  ccoommoo  ppooddee  sseerr  vviissttoo  nnooss  ggrrááffiiccooss  ddaa  ffiigguurraa  22..1122  ee  II..1133..  PPoorr  
oouuttrroo  llaaddoo,,  nnooss  ccaassooss  ddee  ddeeffoorrmmaaççããoo  aa  ffrriioo,,  ppooddee--ssee  ccoonnssiiddeerraarr  qquuee  oo  mmaatteerriiaall  aapprreesseennttee  uummaa  
tteennssããoo  ddee  eessccooaammeennttoo  mmééddiiaa  aaoo  lloonnggoo  ddoo  pprroocceessssoo  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  mmeeccâânniiccaa..  AA  tteennssããoo  ddee  
eessccooaammeennttoo  mmééddiiaa  ppooddee  sseerr  eessttiimmaaddaa  oouu  ccaallccuullaaddaa,,  ccoonnffoorrmmee  iilluussttrraa  aa  ffiigguurraa  33..99..  EEssttaa  tteennssããoo  
pprroovvooccaarráá  oo  mmeessmmoo  ccoonnssuummoo  ddee  eenneerrggiiaa  qquuee  aa  tteennssããoo  ddee  eessccooaammeennttoo  vvaarriiáávveell  ((eemm  ffuunnççããoo  ddaa  
ddeeffoorrmmaaççããoo))  nnoo  iinntteerrvvaalloo  ddee  ddeeffoorrmmaaççõõeess  eessttuuddaaddoo  ((ddee  00  aa  εεFF))..  
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FFiigguurraa  33..99   ––  MMééttooddoo  ddee  ccáállccuulloo  ddaa  tteennssããoo  ddee  eessccooaammeennttoo  mmééddiiaa..   

AA  ffoorrççaa  nneecceessssáárriiaa  ppaarraa  pprroodduuzziirr  aa  ccoonnffoorrmmaaççããoo  ppooddee  sseerr  oobbttiiddaa  ccoonnssiiddeerraannddoo--ssee  qquuee  oo  
ttrraabbaallhhoo  rreeaalliizzaaddoo  ppeellaa  mmeessmmaa  éé  iigguuaall  áá  eenneerrggiiaa  ggaassttaa  ppaarraa  aa  ddeeffoorrmmaaççããoo  hhoommooggêênneeaa  ddoo  
mmaatteerriiaall..  OO  ttrraabbaallhhoo  ddaa  ffoorrççaa  eexxtteerrnnaa  ppooddee  sseerr  ccaallccuullaaddoo  ssiimmpplleessmmeennttee  mmuullttiipplliiccaannddoo--ssee  aa  
ffoorrççaa  ppeellaa  ddiissttâânncciiaa  eemm  qquuee  aa  mmeessmmaa  eessttáá  sseennddoo  aapplliiccaaddaa  ((EE  ==  FF××dd))  ee  aa  eenneerrggiiaa  ddee  ddeeffoorrmmaaççããoo  
hhoommooggêênneeaa  ddoo  mmaatteerriiaall,,  ppoorr  uunniiddaaddee  ddee  vvoolluummee,,  éé  ccaallccuullaaddaa  ppeellaa  eeqquuaaççããoo  ddaa  ffiigguurraa  33..88  oouu,,  ssee  
ffoorr  ccoonnssiiddeerraaddaa  aa  tteennssããoo  ddee  eessccooaammeennttoo  mmééddiiaa  ((ffiigg..  33..99)),,  ccoonnffoorrmmee  aa  eeqquuaaççããoo  33..11::  
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  ((33..11))  

  
OO  mmééttooddoo  ddaa  ddeeffoorrmmaaççããoo  hhoommooggêênneeaa  aapprreesseennttaa  lliimmiittaaççõõeess  nnaa  eessttiimmaattiivvaa  ddaa  ffoorrççaa  rreeaall  

ppaarraa  ccoonnffoorrmmaarr  oo  mmaatteerriiaall,,  ppooiiss  oo  mmééttooddoo  nneegglliiggêênncciiaa  aass  ddeemmaaiiss  ddeeffoorrmmaaççõõeess  qquuee  ooccoorrrreemm  nnoo  
ssiisstteemmaa  ((vviiddee  ffiigg..  33..66  ee  33..77))..  UUmmaa  ffoorrmmaa  ddee  ccoonnttoorrnnaarr  eessttee  pprroobblleemmaa  éé  ppeellaa  eessttiimmaattiivvaa  ddaa  
eeffiicciiêênncciiaa  ddoo  pprroocceessssoo  ((ηη)),,  ddeeffiinniiddoo  ccoommoo::  
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EEssttee  vvaalloorr  ddee  eeffiicciiêênncciiaa  éé  uumm  ppaarrââmmeettrroo  pprraattiiccaammeennttee  eemmppíírriiccoo  ddee  ddeetteerrmmiinnaaççããoo  mmuuiittaass  
vveezzeess  eexxppeerriimmeennttaall  ee  qquuee  vvaarriiaa  ddee  aaccoorrddoo  ccoomm  oo  pprroocceessssoo  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  mmeeccâânniiccaa..  AAllgguunnss  
aauuttoorreess  cciittaamm  vvaalloorreess  ddee  eeffiicciiêênncciiaa  mmoossttrraaddooss  nnaa  ttaabbeellaa  33..33..  

TTaabbee llaa  33..33  ––  VVaalloorreess  ddee  eeffiicciiêênncciiaa  ddee  pprroocceessssooss  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  mmeeccâânniiccaa..  

PPrroocceessssoo  RReedduuççããoo  EEffiicciiêênncciiaa  ((ηηηη ))  FFoonnttee   

1144%%  4455  aa  5555%%  
TTrreeffiillaaççããoo  ddee  bbaarrrraass,,  aarraammeess  ee  ffiiooss  

4400%%  6655  aa  7755%%  
1144%%  5500%%  

TTrreeffiillaaççããoo  ddee  ttuubbooss  
4400%%  6655  aa  7755%%  

BBuuttttoonn,,  22000022  

EExxttrruussããoo  ttííppiiccaa  3300  aa  6600%%  
LLaammiinnaaççããoo  ttííppiiccaa  7755  aa  9955%%  

DDiieetteerr,,  11998888  

PPrrááttiiccaa  ddee  eexxttrruussããoo  662255%%  6633%%  TTrraabbaallhhoo  ccoonnff..  PPlláássttiiccaa  22000033//11  
  

CCoomm  iissttoo,,  nnoottaa--ssee  qquuee  oo  pprroocceessssoo  ddee  llaammiinnaaççããoo  aapprreesseennttaa  mmaaiioorr  eeffiicciiêênncciiaa  ee  oo  pprroocceessssoo  
ddee  eexxttrruussããoo  aa  mmeennoorr..  IIssttoo  ssee  eexxpplliiccaa  ppeelloo  ttoottaall  ddee  rreedduuççããoo  ((ddeeffoorrmmaaççããoo))  aallccaannççaaddoo  nnooss  ddooiiss  
pprroocceessssooss::  qquuaannttoo  mmaaiioorr  aa  ddeeffoorrmmaaççããoo  oobbttiiddaa  mmeennoorr  aa  eeffiicciiêênncciiaa  ddee  uussoo  ddaa  ffoorrççaa  ddee  
ccoonnffoorrmmaaççããoo  nnoo  pprroocceessssoo..  EEssttaa  éé  uummaa  ddaass  rraazzõõeess  pprriinncciippaaiiss  ppaarraa  qquuee  ooss  pprroocceessssooss  ddee  
ccoonnffoorrmmaaççããoo  mmeeccâânniiccaa  sseejjaamm  rreeaalliizzaaddooss  eemm  eettaappaass..  

OO  mmééttooddoo  ddaa  ddeeffoorrmmaaççããoo  hhoommooggêênneeaa  nnããoo  ccoonnssiiddeerraa  aass  ddeemmaaiiss  ddeeffoorrmmaaççõõeess  pprreesseenntteess  
nnoo  pprroocceessssoo,,  ppoorr  iissssoo  aa  eenneerrggiiaa  nneecceessssáárriiaa  ppaarraa  aa  ddeeffoorrmmaaççããoo  ddoo  mmaatteerriiaall  éé  ssuubbeessttiimmaaddaa..  OO  
ccáállccuulloo  ddaa  ffoorrççaa  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  aa  ppaarrttiirr  ddeessttaa  eenneerrggiiaa  ssuubbeessttiimmaaddaa  lleevvaa  aa  uummaa  ssuubbeessttiimmaaççããoo  
ddeessttaa  ffoorrççaa  ttaammbbéémm..  SSeennddoo  aassssiimm,,  oo  mmééttooddoo  ppooddee  sseerr  uuttiilliizzaaddoo  ppaarraa  ssee  ddeetteerrmmiinnaarr  aa  eenneerrggiiaa  oouu  
ffoorrççaa  mmíínniimmaa  nneecceessssáárriiaa  ppaarraa  oo  pprroocceessssoo  eemm  eessttuuddoo,,  iinnffoorrmmaaççããoo  qquuee  ppooddee  sseerr  ddee  eexxttrreemmaa  
iimmppoorrttâânncciiaa  nnoo  ddiimmeennssiioonnaammeennttoo  ddee  eeqquuiippaammeennttooss,,  aassssiimm  ccoommoo  ppaarraa  ffoorrnneecceerr  uummaa  eessttiimmaattiivvaa  
iinniicciiaall  ddooss  ppaarrââmmeettrrooss  ddee  pprroocceessssaammeennttoo..  

PPoorr  oouuttrroo  llaaddoo,,  nnooss  úúllttiimmooss  tteemmppooss,,  ccoomm  oo  aauuxxíílliioo  ddaa  ccoommppuuttaaççããoo,,  ttêêmm--ssee  
ddeesseennvvoollvviiddoo  mmééttooddooss  ddee  eelleemmeennttooss  ffiinniittooss  ((vviiddee  iitteemm  33..66))  qquuee  ddeettaallhhaamm  aass  ddeeffoorrmmaaççõõeess  
llooccaalliizzaaddaass  nnoo  mmaatteerriiaall  ee  aapplliiccaamm  aass  eeqquuaaççõõeess  ((33..11))  nneessttaass  rreeggiiõõeess,,  ddaannddoo  uummaa  ddeessccrriiççããoo  mmaaiiss  
rreeaallííssttiiccaa  ddoo  pprroocceessssoo  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  pplláássttiiccaa..  

33..44  ––  MM ééttooddoo  ddooss  bbllooccooss  

OO  mmééttooddoo  ddooss  bbllooccooss  bbaasseeiiaa--ssee  nnoo  eessttuuddoo  ddaass  ffoorrççaass  aattuuaanntteess  eemm  uumm  ddeetteerrmmiinnaaddoo  eelleemmeennttoo  
ddee  vvoolluummee  ((bbllooccoo))..  EEssttee  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee  ddeevvee  sseerr  ttoommaaddoo  ddee  mmooddoo  aa  mmeellhhoorr  rreepprreesseennttaarr  oo  
pprroocceessssoo  ddee  ddeeffoorrmmaaççããoo  pplláássttiiccaa  ddoo  mmaatteerriiaall  mmeettáálliiccoo..  AA  ggeeoommeettrriiaa  ddeessttee  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee,,  qquuee  
ddeeppeennddee  ddaa  ggeeoommeettrriiaa  ddoo  pprroocceessssoo  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  mmeeccâânniiccaa,,  ppooddee  vvaarriiaarr  eennttrree  uummaa  ttiirraa,,  uumm  ddiissccoo,,  
uumm  ttuubboo  oouu  ssiimmpplleessmmeennttee  uumm  bbllooccoo,,  ccoonnffoorrmmee  iilluussttrraaddoo  nnaa  ffiigguurraa  33..1100..  

AAllgguummaass  hhiippóótteesseess  ssiimmpplliiffiiccaaddoorraass  ee  ccoonnvveennççõõeess  ssããoo  ttoommaaddaass  ppaarraa  vviiaabbiilliizzaarr  oo  eessttuuddoo  
ddoo  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee  sseeppaarraaddoo,,  nneemm  ttooddaass  ssããoo  eesssseenncciiaallmmeennttee  eemmpprreeggaaddaass::  

••  aass  ddiirreeççõõeess  ddoo  ssiisstteemmaa  ddee  rreeffeerrêênncciiaa  aaddoottaaddoo  nnoo  eessttuuddoo  ddeevveemm  sseerr  iigguuaaiiss  ààss  
ddiirreeççõõeess  pprriinncciippaaiiss  ddee  ddeeffoorrmmaaççããoo;;  

••  aass  tteennssõõeess  aattuuaanntteess  vvaarriiaamm  pprreeddoommiinnaanntteemmeennttee  eemm  uummaa  ddiirreeççããoo  aappeennaass  oouu  
eennttããoo  ppooddeemm  sseerr  ffaacciillmmeennttee  ccoorrrreellaacciioonnáávveeiiss  àà  vvaarriiaaççããoo  ddaa  tteennssããoo  eemm  aappeennaass  
uummaa  ddiirreeççããoo;;  
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••  qquuaannddoo  ccoonnssiiddeerraaddoo,,  oo  aattrriittoo  ffiiccaa  ccoonnffiinnaaddoo  ssoommeennttee  nnaa  ssuuppeerrffíícciiee  ee  sseeuu  eeffeeiittoo  
éé  rreepprreesseennttaaddoo  nnããoo  ppeellaa  ddeeffoorrmmaaççããoo  llooccaalliizzaaddaa  qquuee  pprroommoovvee,,  mmaass  ssiimm  ppoorr  uummaa  
ffoorrççaa  ssuuppeerrffiicciiaall  qquuee  ssee  ooppõõee  àà  ccoonnffoorrmmaaççããoo;;  

••  oo  mmaatteerriiaall  ddeevveerráá  iinniicciiaarr  aa  ssuuaa  ddeeffoorrmmaaççããoo  qquuaannddoo  aass  ffoorrççaass,,  aattuuaanntteess  nnoo  
eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee  ttoommaaddoo  ppaarraa  eessttuuddoo,,  eessttiivveerreemm  nnaa  ssiittuuaaççããoo  ccrrííttiiccaa  ddee  
eeqquuiillííbbrriioo;;  

••  aappóóss  oo  iissoollaammeennttoo  ddoo  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee  ee  ddaa  ddeessccrriiççããoo  ddaass  ffoorrççaass  eemm  
eeqquuiillííbbrriioo,,  aa  rreepprreesseennttaaççããoo  ddeessttee  eeqquuiillííbbrriioo  rreedduuzz--ssee  aa  uummaa  eeqquuaaççããoo  ccoommoo  
ddeessccrriittaa  ppoorr  HHeellmmaann  ee  CCeettlliinn  ((11998833))::  
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((33..33))  

  
OOnnddee::    

­­  xxii  éé  aa  ccoooorrddeennaaddaa  ccoorrrreessppoonnddeennttee  àà  ddiirreeççããoo  nnaa  qquuaall  aass  tteennssõõeess  vvaarriiaamm  
pprreeddoommiinnaanntteemmeennttee;;  

­­  σσxxii  ee  σσxxjj  ssããoo  aass  tteennssõõeess  pprriinncciippaaiiss  ccoorrrreessppoonnddeenntteess  ààss  ddiirreeççõõeess  xxii  ee  xxjj..    
­­  FF((σσxxii  ,,  σσxxjj))  éé  uummaa  ffuunnççããoo  lliinneeaarr  ee  iinncclluuii  oo  eeffeeiittoo  ddoo  aattrriittoo  ee  aa  iinncciiddêênncciiaa  ddooss  ppaarrââmmeettrrooss  

ggeeoommééttrriiccooss  ddoo  pprroocceessssoo..    
  

    

  
  

FFiigguurraa  33..1100   ––  EEssqquueemmaass  iilluussttrraannddoo  ooss  ddiiffeerreenntteess  eelleemmeennttooss  ddee  vvoolluummee  qquuee  ppooddeemm  sseerr  iissoollaaddooss  ppaarraa  oo  
eessttuuddoo  ppeelloo  mmééttooddoo  ddooss  bbllooccooss,,  SScchhaaeeffffeerr  ((11999999))..   
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NNaa  eeqquuaaççããoo  ((33..33))  oo  eeffeeiittoo  ddoo  eennccrruuaammeennttoo  ppooddee  sseerr  lleevvaaddoo  eemm  ccoonnssiiddeerraaççããoo  nnaa  
iinntteeggrraaççããoo  ddaa  eeqquuaaççããoo  ddiiffeerreenncciiaall,,  bbaassttaannddoo  iinnttrroodduuzziirr--ssee  aa  ffuunnççããoo  qquuee  ddeessccrreevvaa  aa  vvaarriiaaççããoo  ddaa  
tteennssããoo  eemm  ffuunnççããoo  ddaa  ddeeffoorrmmaaççããoo,,    σσ==ff((εε ))  ccoonnffoorrmmee  ffiigguurraa  33..99..  AAllgguummaass  ddaass  ppoossssíívveeiiss  ffuunnççõõeess  
ddaa  tteennssããoo  ppeellaa  ddeeffoorrmmaaççããoo  eessttããoo  mmoossttrraaddaass  ppeellaass  eeqquuaaççõõeess  ((11..2244))  aa  ((11..2277))..  

CCoommoo  oo  mmééttooddoo  mmooddeellaa  oo  eessttaaddoo  ddee  ddeeffoorrmmaaççõõeess  ccoommoo  sseennddoo  uumm  pprroocceessssoo  eessttááttiiccoo  
((eemm  eeqquuiillííbbrriioo)),,  eessttee  eennccoonnttrraa  mmaaiioorr  aapplliiccaabbiilliiddaaddee  eemm  pprroocceessssooss  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  pplláássttiiccaa  qquuee  
ppoossssuuaamm  ggeeoommeettrriiaa  aaddeeqquuaaddaa  ppaarraa  eessttaa  aapprrooxxiimmaaççããoo::  pprroocceessssooss  ddee  ddeeffoorrmmaaççããoo  lliinneeaarr  
((eexxttrruussããoo,,  ttrreeffiillaaççããoo))  oouu  ppllaannaa  ((llaammiinnaaççããoo,,  ffoorrjjaammeennttoo))..  NNeesstteess  ccaassooss,,  ooss  vvaalloorreess  ccaallccuullaaddooss  aa  
ppaarrttiirr  ddee  mmooddeellooss  ddeerriivvaaddooss  ddoo  mmééttooddoo  ddooss  bbllooccooss  ccoonnssttiittuueemm  aapprrooxxiimmaaççõõeess  rraazzooáávveeiiss  ddaa  
ffoorrççaa  ddoo  pprroocceessssoo,,  ppeerrmmiittiinnddoo  aa  aavvaalliiaaççããoo  ddee  uummaa  aammppllaa  ggaammaa  ddee  pprroobblleemmaass..  

CCoommoo  aa  hhiippóótteessee  bbáássiiccaa  ddee  eeqquuiillííbbrriioo  ddee  ffoorrççaass  nnããoo  eexxiissttee  nnaa  pprrááttiiccaa,,  mmeessmmoo  ppaarraa  ooss  
ccaassooss  mmaaiiss  aaddeeqquuaaddooss  àà  aapplliiccaaççããoo  ddeessttee  mmééttooddoo,,  aass  ssoolluuççõõeess  tteennddeemm  aa  ssuubbeessttiimmaarr  ooss  rreeaaiiss  
vvaalloorreess  ddaa  ffoorrççaa  nneecceessssáárriiaa  ppaarraa  aa  ccoonnffoorrmmaaççããoo..  EEssttee  éé  uummaa  mmeettooddoollooggiiaa  ddee  ccáállccuulloo  
rreellaattiivvaammeennttee  aannttiiggaa,,  ddaa  ddééccaaddaa  ddee  11992200,,  iinncciiaallmmeennttee  ddeesseennvvoollvviiddaa  ppoorr  vvoonn  KKáárrmmáánn  ee  SSiieebbeell  
ppaarraa  aa  llaammiinnaaççããoo  ee  ppoosstteerriioorrmmeennttee  aapplliiccaaddaa  ppoorr  SSiieebbeell  nnaa  ttrreeffiillaaççããoo  ee  mmaaiiss  ttaarrddee  ppoorr  SSaacchhss  ee  
PPoommpp  ppaarraa  oo  ffoorrjjaammeennttoo  ((DDiieetteerr,,  11998888  ee  SScchhaaeeffffeerr,,  11999999))..  

33..44..11  ––  CCáállccuulloo  ssiimmpplleess  ddaa  tteennssããoo  ddee  ttrreeffiillaaççããoo  
CCoommoo  eexxeemmpplloo  ddee  aapplliiccaaççããoo  sseerráá  ccoonnssiiddeerraaddoo  oo  cclláássssiiccoo  eexxeemmpplloo  ddoo  ssiimmpplleess  ccáállccuulloo  

ddoo  eessffoorrççoo  ddee  ttrreeffiillaaççããoo  ddee  uummaa  bbaarrrraa  ddee  sseeççããoo  rreettaanngguullaarr,,  eexxaattaammeennttee  iigguuaall  àà  mmoossttrraaddaa  nnaa  
ffiigguurraa  33..1111..  EEssttee  ccáállccuulloo  éé  aammppllaammeennttee  uuttiilliizzaaddoo  nnaa  bbiibblliiooggrraaffiiaa  ppaarraa  eexxpplliiccaarr  oo  mmééttooddoo  ddooss  
bbllooccooss  ((HHeellmmaann  ee  CCeettlliinn,,  11998833;;  DDiieetteerr,,  11998888;;  SScchhaaeeffffeerr,,  11999999))..  CCoonnssiiddeerraa--ssee  oo  eessttaaddoo  ddee  
ddeeffoorrmmaaççõõeess  ppllaannoo..  
  

  

FFiigguurraa  33..1111   ––  DDeeffiinniiççããoo  ddee  uumm  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee  ddee  uumm  pprroocceessssoo  ddee  ttrreeffiillaaççããoo  ddee  uummaa  bbaarrrraa  ddee  
sseeççããoo  rreettaa  rreettaanngguullaarr,,  DDiieetteerr  ((11998888))..   

AA  ffiigguurraa  33..1122  iilluussttrraa  uummaa  aammpplliiaaççããoo  ddoo  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee  ddeettaallhhaannddoo  aa  ppoossiiççããoo  
rreellaattiivvaa  ddaass  ffoorrççaass  aattuuaanntteess  eemm  rreellaaççããoo  ddoo  ssiisstteemmaa  ddee  rreeffeerrêênncciiaa  ((eeiixxoo  XX  nnaa  hhoorriizzoonnttaall,,  eeiixxoo  YY  
nnaa  ddiirreeççããoo  vveerrttiiccaall  ee  eeiixxoo  ZZ  nnaa  ddiirreeççããoo  ddaa  pprrooffuunnddiiddaaddee))..  BBaassiiccaammeennttee,,  ssoobbrree  oo  eelleemmeennttoo  ddee  
vvoolluummee,,  eessttããoo  aattuuaanntteess  aa  tteennssããoo  ddee  ttrraaççããoo  ddoo  pprroocceessssoo  ((σσxx)),,  aa  pprreessssããoo  ddee  ccoonnttaattoo  mmeettaall--mmaattrriizz  
((PP))  ee  aa  tteennssããoo  ddee  aattrriittoo  eennttrree  oo  mmeettaall  ee  aa  mmaattrriizz  ((ττaattrriittoo   ==µµPP))..  
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FFiigguurraa  33..1122   ––  DDeettaallhhaammeennttoo  ddaass  tteennssõõeess  ee  ffoorrççaass  aattuuaanntteess  nnoo  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee  ddxx  mmoossttrraaddoo  nnaa  
ffiigguurraa  33..1111..  

IInniicciiaallmmeennttee,,  ddeesspprreezzaannddoo--ssee  aa  ffoorrççaa  ddee  aattrriittoo,,  ddeetteerrmmiinnaa--ssee  aass  ffoorrççaass  aattuuaanntteess  nnoo  
eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee,,  ppaarraa  ssee  ffaazzeerr  oo  sseeuu  bbaallaannççoo  nnaass  ccoonnddiiççõõeess  ddee  eeqquuiillííbbrriioo..  

  
••  EEIIXXOO  XX::  

­­  DDoo  llaaddoo  ddiirreeiittoo::  σσxx ⋅⋅hh⋅⋅ww  
­­  DDoo  llaaddoo  eessqquueerrddoo  ::  ((σσxx   ++ddσσxx))⋅⋅((hh++  ½½ddhh++½½ddhh))⋅⋅ww  ==  ((σσxx   ++ddσσxx))⋅⋅((hh++  ddhh))⋅⋅ww  
­­  NNaa  ppaarrttee  ssuuppeerriioorr  ddoo  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee::  PP⋅⋅sseennαα⋅⋅((ddxx//ccoossαα ))⋅⋅ww  
­­  NNaa  ppaarrttee  iinnffeerriioorr  ddoo  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee::  PP⋅⋅sseennαα⋅⋅((ddxx//ccoossαα ))⋅⋅ww  

  

∑ = 0XF   

  

σσxx ⋅⋅hh⋅⋅ww  ++  ((σσxx   ++ddσσxx))⋅⋅((hh++  ddhh))⋅⋅ww  ++  22⋅⋅PP⋅⋅sseennαα⋅⋅((ddxx//ccoossαα ))⋅⋅ww  ==  00  

σσxx ⋅⋅hh⋅⋅ww  ++σσxx ⋅⋅hh⋅⋅ww  ++σσxx ⋅⋅ddhh⋅⋅ww  ++  ddσσxx ⋅⋅hh⋅⋅ww++  ddσσxx ⋅⋅ddhh⋅⋅ww++22⋅⋅PP⋅⋅ddxx⋅⋅((sseennαα //ccoossαα ))⋅⋅ww  ==  00      ((÷÷   ww))  

σσxx ⋅⋅ddhh  ++  hh⋅⋅ddσσxx   ++  22⋅⋅PP⋅⋅ttaannαα⋅⋅ddxx  ==  00  ((33..44))  

oobbsseerrvvaannddoo  aass  ffiigguurraass  33..1111  ee  33..1122,,  ppooddee--ssee  vveerriiffiiccaarr  qquuee  eexxiissttee  uummaa  rreellaaççããoo  eennttrree  hh  ee  xx::  

xx  ==  ((hh//22))⋅⋅((11//ttaannαα ))  ∴∴  hh  ==  22⋅⋅xx⋅⋅ttaannαα       

ddxx  ==  ddhh//((22ttaannαα ))  ∴∴  ddhh  ==  22⋅⋅ttaannαα⋅⋅ddxx  

ffaazzeennddoo  aass  rreessppeeccttiivvaass  ssuubbssttiittuuiiççõõeess  ddaa  vvaarriiáávveell  xx  ppoorr  hh::  
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σσxx ⋅⋅ddhh  ++  ddσσxx ⋅⋅hh  ++  22⋅⋅PP⋅⋅ddxx⋅⋅ttaannαα   ==  00  

σσxx ⋅⋅ddhh  ++  ddσσxx ⋅⋅hh  ++  22⋅⋅PP⋅⋅ddhh//((22ttaannαα ))⋅⋅ttaannαα   ==  00        

σσxx ⋅⋅ddhh  ++  ddσσxx ⋅⋅hh  ++  ⋅⋅PP⋅⋅ddhh  ==  00      ((÷÷   hh⋅⋅ddhh))  

((σσxx   //  hh))  ++  ((ddσσxx   //  ddhh))  ++  ((PP//hh))  ==  00,,      rreeaaggrruuppaannddoo::  

ddσσxx //ddhh  ++  ((11//hh))((σσxx++PP))==00  

AA  úúllttiimmaa  eeqquuaaççããoo  oobbttiiddaa  éé  eexxaattaammeennttee  ddaa  mmeessmmaa  ffoorrmmaa  ddaa  eeqquuaaççããoo  ((33..33))  qquuee  éé  oobbttiiddaa  
nnaa  rreessoolluuççããoo  ddeessttee  ttiippoo  ddee  pprroobblleemmaa..  PPaarraa  rreessoollvveerr  eessttaa  eeqquuaaççããoo  éé  nneecceessssáárriiaa  aa  ddeetteerrmmiinnaaççããoo  
ddee  uummaa  eeqquuaaççããoo  qquuee  rreellaacciioonnee  σσxx   ccoomm  PP..  EEssttaa  eeqquuaaççããoo  ppooddee  sseerr  oobbttiiddaa  aattrraavvééss  ddoo  eeqquuiillííbbrriioo  ddee  
ffoorrççaass  nnaa  ddiirreeççããoo  yy..  

  
••  EEIIXXOO  YY::  

­­  DDoo  llaaddoo  ddee  ddeennttrroo  ddoo  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee::  σσyy ⋅⋅ww⋅⋅ddxx  
­­  DDoo  llaaddoo  ddaa  mmaattrriizz::  PP⋅⋅ccoossαα⋅⋅((ddxx//ccoossαα ))⋅⋅ww  ==  PP⋅⋅ww⋅⋅ddxx  

  

∑ = 0YF   

  

σσyy ⋅⋅ww⋅⋅ddxx  ++  PP⋅⋅ww⋅⋅ddxx  ==  00  

σσyy ⋅⋅==  --PP  

CCoommoo  aa  pprreessssããoo  ddee  ccoonnttaattoo  ((PP))  éé  ccoonnssiiddeerraaddaa  ppoossiittiivvaa,,  ttoorrnnaa--ssee  óóbbvviioo  qquuee  aa  tteennssããoo  
vveerrttiiccaall  iinntteerrnnaa  ddoo  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee  σσyy   éé  nneeggaattiivvaa,,  oouu  sseejjaa,,  ddee  ccoommpprreessssããoo..  

PPoorr  oouuttrroo  llaaddoo,,  oo  eessttaaddoo  ddee  tteennssõõeess  aattuuaanntteess  éé  ddeeffoorrmmaaççããoo  ppllaannaa,,  nneessttee  ccaassoo  aa  tteennssããoo  
nneecceessssáárriiaa  aaoo  eessccooaammeennttoo  ddoo  mmaatteerriiaall  éé  ddaaddaa  ppeellaa  eeqquuaaççããoo  ((11..6644))::  

ysysY σσ ⋅== 15,1
3

2
  

CCoonnssiiddeerraannddoo  oo  ccrriittéérriioo  ddee  eessccooaammeennttoo  ddee  TTrreessccaa  ((eeqquuaaççããoo  11..4466))::  

2
31

2

σσ
ττ

−≥= máx   

oouu  

((σσmmááxx   --   σσmmíínn))  ≥≥YY  ==  11,,1155⋅⋅σσ   yyss  

CCoonnssiiddeerraannddoo  qquuee  σσmmááxx==σσxx   ee  σσmmíínn==σσyy   ee  σσyy==--PP,,  eennttããoo::  

σσxx   ++  PP  ≥≥   YY  oouu  

((σσxx   ++  PP))  ==  YY  ((nnaa  ccoonnddiiççããoo  lliimmiittee))  

SSuubbssttiittuuiinnddoo  eessttee  rreessuullttaaddoo  nnaa  eeqquuaaççããoo  oobbttiiddaa  aanntteerriioorrmmeennttee::  

ddσσxx //ddhh  ++  ((11//hh))((σσxx++PP))==00  

ddσσxx //ddhh  ++  YY//hh==00  

ddσσxx //YY  ==  --   ddhh//hh,,  aaggoorraa  ssee  iinntteeggrraa  aa  eeqquuaaççããoo  eemm  hh,,  oobbtteennddoo::  
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σσxx //YY  ==  --   llnn  hh  ++  ccttee  

CCoonnssiiddeerraa--ssee,,  ccoommoo  ccoonnddiiççããoo  ddee  ccoonnttoorrnnoo,,  qquuee  aa  tteennssããoo  σσxx   sseerráá  iigguuaall  àà  zzeerroo  nnaa  eennttrraaddaa  
ddaa  mmaattrriizz  ((ffiieeiirraa,,  vviiddee  ffiigg..  33..1111)),,  oouu  sseejjaa::  σσxx   ==  00  qquuaannddoo  hh  ==  hhii::  

σσxxii//YY  ==  --   llnn  hhii  ++  ccttee  ==  00      ssee      ccttee  ==  llnn  hhii  

σσxx //YY  ==  --   llnn  hh  ++  llnn  hhii  ==  llnn  hhii//hh  

PPaarraa  ssee  ccaallccuullaarr  aa  tteennssããoo  ddee  ttrreeffiillaaççããoo  ddeevvee--ssee  ccoonnssiiddeerraarr  qquuee  hh==hhff ..  CCoommoo  hhii//hhff   ==  AAff //AAii,,  
eennttããoo  aa  tteennssããoo  ddee  ttrreeffiillaaççããoo  ((nnaa  ssaaííddaa  ddaa  ffiieeiirraa))  sseerráá  ddaaddaa  ppeellaa  eeqquuaaççããoo::  

  

f

i
ysTref A

A
ln

3
2

. σσ =   ((33..55))  

OOnnddee::  ⋅⋅σσ   yyss  éé  oo  lliimmiittee  ddee  eessccooaammeennttoo  oobbttiiddoo  eemm  eennssaaiioo  ddee  ttrraaççããoo,,  AAii  éé  aa  áárreeaa  ddee  eennttrraaddaa  ee  AAff   aa  
áárreeaa  ddee  ssaaííddaa  ddoo  mmaatteerriiaall  ddaa  ffiieeiirraa..  

  
AA  eeqquuaaççããoo  ((33..55))  éé  eexxaattaammeennttee  iigguuaall  àà  eeqquuaaççããoo  ((33..11))  aa  nnããoo  sseerr  ppeelloo  vvaalloorr  ddaa  tteennssããoo  ddee  

eessccooaammeennttoo  ccoonnssiiddeerraaddaa..  NNaa  eeqquuaaççããoo  ((33..11))  éé  ccoonnssiiddeerraaddaa  uummaa  tteennssããoo  ddee  eessccooaammeennttoo  mmééddiiaa  
dduurraannttee  ttooddoo  oo  pprroocceessssoo..  PPoorr  oouuttrroo  llaaddoo,,  nnaa  eeqquuaaççããoo  ((33..55))  éé  ccoonnssiiddeerraaddaa  aa  ccoorrrreeççããoo  ddaa  tteennssããoo  
ddee  eessccooaammeennttoo  nnoorrmmaall  oobbttiiddaa  eemm  uumm  eennssaaiioo  ddee  ttrraaççããoo  ppaarraa  aa  ssiittuuaaççããoo  ddee  ddeeffoorrmmaaççããoo  ppllaannaa..  

CCoommoo  nnoo  ccaassoo  ddaa  eeqquuaaççããoo  ((33..11)),,  oo  rreessuullttaaddoo  aacciimmaa  ((eexxpprreessssoo  ppeellaa  eeqquuaaççããoo  33..55))  éé  bbeemm  
mmeennoorr  ddoo  qquuee  oo  vvaalloorr  rreeaall,,  eennccoonnttrraaddoo  nnaa  pprrááttiiccaa..  IIssttoo  ooccoorrrree  ppoorrqquuee  ffoorraamm  ddeesspprreezzaaddooss  
aallgguunnss  eeffeeiittooss  ddoo  pprroocceessssoo  ddee  ccaarrrreeggaammeennttoo  mmeeccâânniiccoo,,  ddooss  qquuaaiiss  oo  mmaaiiss  iimmppoorrttaannttee  éé  oo  aattrriittoo,,  
qquuee  tteennddeerriiaamm  aa  aabbssoorrvveerr  aa  eenneerrggiiaa  ddiissppoonníívveell,,  eelleevvaannddoo  aa  tteennssããoo  ddee  ttrreeffiillaaççããoo  ((σσTTrreeff..))  
nneecceessssáárriiaa  àà  ccoonnttiinnuuiiddaaddee  ddoo  pprroocceessssoo..  

33..44..22  ––  CCáállccuulloo  ddoo  eessffoorrççoo  ddee  ccoommpprreessssããoo  ccoomm  ee  sseemm  aattrriittoo  
OO  mmeessmmoo  ccáállccuulloo  ffeeiittoo  aanntteerriioorrmmeennttee  ppooddee  sseerr  rreeffeeiittoo,,  ccoonnssiiddeerraannddoo--ssee  oo  eeffeeiittoo  ddoo  

aattrriittoo  ppoorr  mmeeiioo  ddaa  tteennssããoo  ddee  aattrriittoo  µµPP,,  aattuuaannttee  nnaa  iinntteerrffaaccee  mmeettaall//mmaattrriizz,,  ccoonnffoorrmmee  mmoossttrraaddaa  
nnaa  ffiigguurraa  33..1122..  EEssttaa  ffoorrççaa  ddee  aattrriittoo  éé  iinnttrroodduuzziiddaa  nnooss  ccáállccuullooss  ppoorr  mmeeiioo  ddee  ssuuaass  rreessuullttaanntteess  eemm  
XX  ee  YY..  

  
••  eeiixxoo  XX::  µµ⋅⋅PP⋅⋅ccoossαα   
••  eeiixxoo  YY::  µµ⋅⋅PP⋅⋅sseennαα   

  
IIssttoo  aalltteerraa  aa  eeqquuaaççããoo  oobbttiiddaa  aanntteerriioorrmmeennttee  ((33..44)),,  ddaa  sseegguuiinnttee  mmaanneeiirraa::  
  

••  EEqquuaaççããoo  ((33..44))::  σσxx ⋅⋅ddhh  ++  hh⋅⋅ddσσxx   ++  22⋅⋅PP⋅⋅ttaannαα⋅⋅ddxx  ==  00  
••  CCoomm  iinncclluussããoo  ddoo  aattrriittoo::  σσxx ⋅⋅ddhh  ++  hh⋅⋅ddσσxx   ++  22⋅⋅PP⋅⋅ttaannαα⋅⋅ddxx  ++  22µµ⋅⋅PP⋅⋅ddxx  ==  00  

  
LLeemmbbrraannddoo  qquuee::  ddhh  ==  22⋅⋅ttaannαα⋅⋅ddxx  oouu  ddxx  ==  ddhh//((22ttaannαα )),,  eennttããoo  aa  eeqquuaaççããoo  aacciimmaa  ffiiccaa::  

  
σσxx ⋅⋅ddhh  ++  hh⋅⋅ddσσxx   ++  ⋅⋅PP((11++µµ⋅⋅ccoottaannαα ))⋅⋅ddhh  ==  00  

  
CChhaammaannddoo  BB==µµ⋅⋅ccoottaannαα   ee  ssaabbeennddoo--ssee  qquuee  ((σσxx   ++  PP))  ==  YY  ((nnaa  ccoonnddiiççããoo  lliimmiittee)),,  oobbttêêmm--ssee::  
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CCoommoo  nnaa  eeqquuaaççããoo  aanntteerriioorr  aass  vvaarriiáávveeiiss,,  lliimmiittee  ddee  eessccooaammeennttoo  mmééddiioo  ee  oo  tteerrmmoo  ((BB==µµ⋅⋅ccoottaannαα )),,  
ssããoo  ccoonnssttaanntteess,,  eennttããoo  eessttaa  eeqquuaaççããoo  ppooddee  ssee  iinntteeggrraaddaa  ffoorrnneecceennddoo--ssee,,  sseegguunnddoo  SSaacchhss::  
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σ   ((33..66))  

  
NNeessttaa  eeqquuaaççããoo,,  eessttáá  sseennddoo  ccoonnssiiddeerraaddaa  qquuee  aa  tteennssããoo  ddee  eessccooaammeennttoo  ddoo  mmaatteerriiaall  ssoobb  
ccoonnffoorrmmaaççããoo  ppoossssuuii  uumm  vvaalloorr  mmééddiioo,,  ccoommoo  mmoossttrraaddoo  nnaa  ffiigguurraa  33..99..  

  
EExxiisstteemm  oouuttrraass  eeqquuaaççõõeess  oorriiuunnddaass  ddaa  rreessoolluuççããoo  ddoo  pprroobblleemmaa  mmoossttrraaddoo  ppeellaass  ffiigguurraass  

33..1111  ee  33..1122..  AAllgguummaass  ddeessttaass  ssoolluuççõõeess  ssããoo  cciittaaddaass  ppoorr  SScchhaaeeffffeerr  ((11999999)),,  ppoorréémm  ccoomm  aallgguunnss  
eerrrrooss  ddee  ppoossiicciioonnaammeennttoo  ddee  tteerrmmooss  nnoo  lliivvrroo  ddaaqquueellee  aauuttoorr  ((SScchhaaeeffffeerr,,  11999999))  ee  qquuee  eessttããoo  
cciittaaddaass  ccoorrrreettaammeennttee  aa  sseegguuiirr..  

  
••  KKooeebbeerr  ee  EEiicchhiinnggeerr::  
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Y   ((33..77))  

NNeessttaa  eeqquuaaççããoo,,  ffooii  ccoonnssiiddeerraaddoo  oo  eeffeeiittoo  ddaass  ttrrêêss  ddeeffoorrmmaaççõõeess  ppoossssíívveeiiss  nnoo  pprroocceessssoo  
((hhoommooggêênneeaa,,  rreedduunnddaannttee  ee  ppoorr  aattrriittoo)),,  ccoonnffoorrmmee  iilluussttrraaddoo  ppeellaa  ffiigguurraa  33..77..  

  
••  PPoommpp,,  SSiieebbeell  ee  HHoouuddrreemmoonntt::  ccoonnssiiddeerraarraamm  oo  eeffeeiittoo  ccoommbbiinnaaddoo  ddooss  ttrraabbaallhhooss  

rreellaattiivvooss  aaooss  ttrrêêss  ttiippooss  ddee  ddeeffoorrmmaaççããoo  eemm  sseeppaarraaddoo  ((vviiddee  ffiigguurraa  33..77))::  
­­  TTrraabbaallhhoo  ddeevviiddoo  àà  ddeeffoorrmmaaççããoo  hhoommooggêênneeaa  ((vviiddee  eeqquuaaççããoo  33..11))::  

f
Homog A

A
YW 0

. ln⋅=   

­­  TTrraabbaallhhoo  ddeevviiddoo  àà  ddeeffoorrmmaaççããoo  ppoorr  aattrriittoo::    
ddWWaattrriittoo   ==  ττ⋅⋅AArr ⋅⋅ddbb//ccoossαα   

qquuee  éé  oo  ttrraabbaallhhoo  ddee  aattrriittoo  eemm  ccaaddaa  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee  ddxx,,  ccoonnffoorrmmee  mmoossttrraaddoo  nnaa  ffiigguurraa  33..1122,,  
ττ==µµ⋅⋅YY  éé  aa  tteennssããoo  ddee  aattrriittoo  nnaa  ssuuppeerrffíícciiee  ddee  ccoonnttaattoo,,  AArr   éé  aa  áárreeaa  llaatteerraall  ddee  ccoonnttaattoo  mmeettaall//mmaattrriizz  
ddoo  eelleemmeennttoo  ddee  vvoolluummee  ee  αα   oo  âânngguulloo  ddee  iinncclliinnaaççããoo  ddaa  ffiieeiirraa..  IInntteeggrraannddoo--ssee  ee  ccoonnssiiddeerraannddoo  
ppeeqquueennooss  âânngguullooss  ((αα )),,  ppooddee--ssee  cchheeggaarr  àà  eexxpprreessssããoo::  
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­­  TTrraabbaallhhoo  ddeevviiddoo  àà  ddeeffoorrmmaaççããoo  rreedduunnddaannttee::    

YW dundante α
3
2

Re = ,,  uuttiilliizzaannddoo  ccrriittéérriioo  ddee  TTrreessccaa  ((vveerr  eeqq..  11..4466))  

YW dundante α
33

4
Re = ,,  uuttiilliizzaannddoo  ccrriittéérriioo  vvoonn  MMiisseess  ((vveerr  eeqq..  11..5577))  
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1.   ((33..88))  

oonnddee::  εεTTaanngg  éé  aa  ddeeffoorrmmaaççããoo  ttaannggeenncciiaall  ddeeffiinniiddaa  ccoommoo  εεTTaanngg  ==  llnn  ((22ππ rrff //22ππ rr00))  ==  llnn  ((rrff //rr00));;  µµ  éé  oo  
ccooeeffiicciieennttee  ddee  aattrriittoo  ee  αα   éé  oo  sseemmii  âânngguulloo  ddaa  ffiieeiirraa  ((vviiddee  ffiigguurraa  33..1111))..  

MMaaiioorreess  ddeettaallhheess  ssoobbrree  aass  eeqquuaaççõõeess  rreellaattiivvaass  aaoo  pprroocceessssoo  ddee  ttrreeffiillaaççããoo  sseerrããoo  vviissttooss  nnoo  
ccaappííttuulloo  44  ddeessttaa  ppuubblliiccaaççããoo..  

33..55  ––  MM ééttooddoo  ddoo  ll iimmiittee  ssuuppeerriioorr  

OO  pprriimmeeiirroo  mmééttooddoo  aannaallííttiiccoo  ppaarraa  aannaalliissaarr  ooss  pprroocceessssooss  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  mmeeccâânniiccaa  qquuee  nnããoo  
aassssuummee  aa  ddeeffoorrmmaaççããoo  hhoommooggêênneeaa  ffooii  aa  tteeoorriiaa  ddaass  lliinnhhaass  ddee  ddeesslliizzaammeennttoo  oouu  fflluuxxoo  ((““sslliipp-- lliinnee  ffiieelldd  
tthheeoorryy””,,  sseegguunnddoo  DDiieetteerr,,  11998888)),,  iissttoo  nnaa  ddééccaaddaa  ddee  11994400..  MMaass  mmuuiittooss  pprroocceessssooss  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  nnããoo  
ppoossssuueemm  lliinnhhaass  ddee  fflluuxxoo  qquuee  ppeerrmmiitteemm  aa  pprreeddiiççããoo  ddaass  tteennssõõeess,,  aalléémm  ddiissssoo,,  ooss  ccaammppooss  ddee  
ddeesslliizzaammeennttoo  ssããoo  vváálliiddooss  ssoommeennttee  ppaarraa  aa  ccoonnddiiççããoo  ddee  ddeeffoorrmmaaççããoo  ppllaannaa..  

OO  mmééttooddoo  ddoo  lliimmiittee  ssuuppeerriioorr  ffooii  ccoonncceebbiiddoo  ppaarraa  sseerr  aapplliiccaaddaa  ddee  mmaanneeiirraa  mmaaiiss  ggeerraall..  OO  
oobbjjeettiivvoo  pprriinncciippaall  ddeessttee  mmééttooddoo  éé  aa  ddeetteerrmmiinnaaççããoo  ddee  uummaa  ggeeoommeettrriiaa  ddee  fflluuxxoo,,  eexxpprreessssaa  aattrraavvééss  ddee  
uumm  ccaammppoo  ddee  vveelloocciiddaaddeess,,  qquuee  ddeessccrreevvaa  oo  pprroocceessssoo  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  eemm  aannáálliissee..  UUmm  tteeoorreemmaa  
oorriiuunnddoo  ddaa  MMeeccâânniiccaa  ddoo  CCoonnttíínnuuoo  qquuee  eexxpplliiccaa  oo  ppoorrqquuee  ddoo  nnoommee  ““mmééttooddoo  ddoo  lliimmiittee  ssuuppeerriioorr””  
((HHeellmmaann  ee  CCeettlliinn,,  11998833))::  

  
““EExx iisstt iinnddoo  uumm  ccaammppoo  ddee  vveelloocciiddaaddeess  cciinneemmaatt iiccaammeennttee  aaddmmiissssíívveell,,  aass  ccaarrggaass  
nneecceessssáárriiaass  ppaarraa  aa  iimmppllaannttaaççããoo  ddeessttee  ccaammppoo  ccoonnsstt iittuueemm  uumm  lliimmiittee  ssuuppeerriioorr  ppaarraa  
aa  ssoolluuççããoo  rreeaall..””  

  
CCoommoo  ccoonnsseeqqüüêênncciiaa  ddiirreettaa  ddeessttee  tteeoorreemmaa,,  nnoottaa--ssee  qquuee  aass  ssoolluuççõõeess  oobbttiiddaass  nneessttee  

mmééttooddoo  ppoossssuueemm  ggrraannddee  iimmppoorrttâânncciiaa  nnooss  pprroocceessssooss  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  mmeeccâânniiccaa  jjáá  qquuee  
ooffeerreecceemm  vvaalloorreess  ddee  ccaarrggaass  nnaass  qquuaaiiss  oo  mmaatteerriiaall  ddeeffiinniittiivvaammeennttee  sseerráá  ccoonnffoorrmmaaddoo..  OOuu  sseejjaa,,  
ddeetteerrmmiinnaa  uummaa  ssoobbrreeeessttiimmaattiivvaa  ddaass  ccaarrggaass  nneecceessssáárriiaass  àà  ccoonnffoorrmmaaççããoo,,  oo  qquuee  éé  mmuuiittoo  
iimmppoorrttaannttee  ppaarraa  oo  ddiimmeennssiioonnaammeennttoo  ddooss  pprroocceessssooss  ee  eeqquuiippaammeennttooss  aa  sseerreemm  uuttiilliizzaaddooss..  

DDooss  mmééttooddooss  aanntteerriioorreess  eerraamm  oobbttiiddaass  ssoolluuççõõeess  qquuee  ssuubbeessttiimmaavvaamm  aass  ccaarrggaass  nneecceessssáárriiaass  
nnaa  pprrááttiiccaa..  NNeessttee  ccaassoo,,  eexxiissttee  uummaa  aapplliiccaaççããoo  iimmppoorrttaannttee  ddeesstteess  mmééttooddooss  qquuee  éé  oo  pprroojjeettoo  ddee  
eessttrruuttuurraa  cciivviiss,,  qquuaannddoo  ssee  ddeesseejjaa  qquuee  oo  mmaatteerriiaall  nnããoo  ssee  ddeeffoorrmmee  ee  eennttããoo  ppooddee--ssee  uussaarr  aass  ccaarrggaass  
ddeetteerrmmiinnaaddaass  ppeelloo  mmééttooddoo  ddooss  bbllooccooss  oouu  ddaa  ddeeffoorrmmaaççããoo  hhoommooggêênneeaa  ccoommoo  lliimmiittaanntteess  ddoo  
ccaarrrreeggaammeennttoo  qquuee  eessttaa  eessttrruuttuurraa  ppooddeerráá  ssuuppoorrttaarr  ccoomm  sseegguurraannççaa,,  sseemm  aapprreesseennttaarr  ddeeffoorrmmaaççõõeess..  

ÉÉ  ppoossssíívveell  ddeessccrreevveerr  pprroocceessssooss  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  mmeeccâânniiccaa  aattrraavvééss  ddee  ccaammppooss  ddee  
vveelloocciiddaaddee,,  ccoonnffoorrmmee  rreeqquuiissiittaaddoo  ppeelloo  mmééttooddoo  ddoo  lliimmiittee  ssuuppeerriioorr..  PPoorréémm  eexxiisstteemm  vváárriiooss  
ccaammppooss  ppoossssíívveeiiss  ppaarraa  ooss  pprroocceessssooss,,  ccoonnffoorrmmee  ssuuggeerriiddoo  ppeellaa  ffiigguurraa  33..1133..  UUmm  ccaammppoo  aaddeeqquuaaddoo  
eessttee  ddeevvee  sseerr  cciinneemmaattiiccaammeennttee  ppoossssíívveell,,  iissttoo  éé,,  tteerr  ssoolluuççããoo  ppoossssíívveell..  AAlléémm  ddiissssoo,,  ccoomm  bbaassee  nnoo  
tteeoorreemmaa  cciittaaddoo,,  oo  ccaammppoo  mmaaiiss  aaddeeqquuaaddoo  ddeevveerráá  sseerr  ààqquueellee  qquuee  nneecceessssiittee  ddaa  mmeennoorr  ccaarrggaa  ppaarraa  
ssuuaa  eeffeettiivvaaççããoo  ((ccrriittéérriioo  ddee  mmíínniimmaa  eenneerrggiiaa  ppaarraa  aa  ooccoorrrrêênncciiaa  ddee  uumm  pprroocceessssoo))..  
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((aa))  ((bb))  

    
((cc))  ((dd))  

FFiigguurraa  33..1133   ––  EExxeemmppllooss  ddee  ccaammppooss  ddee  vveelloocciiddaaddeess  iimmaaggiinnáávveeiiss  ppaarraa  uumm  pprroocceessssoo  ddee  eexxttrruussããoo..  OO  
ccaammppoo  ((aa))  éé  oo  mmaaiiss  ssiimmpplleess  ee  uuttiilliizzaaddoo  ppaarraa  oo  ddeesseennvvoollvviimmeennttoo  ddooss  ccáállccuullooss,,  oo  ccaammppoo  ((bb))  éé  oo  qquuee  ssee  

aapprrooxxiimmaa  mmaaiiss  ddaa  rreeaalliiddaaddee  ((vviiddee  ffiigguurraa  33..66..dd)),,  aappeessaarr  ddee  sseerr  mmaaiiss  ccoommpplliiccaaddoo  mmaatteemmaattiiccaammeennttee..   OOss  
ccaammppooss  ((cc))  ee  ((dd))  ssããoo  ccaammppooss  iimmpprroovváávveeiiss,,  iinnssttáávveeiiss  ee  ddee  ppoouuccaa  rreepprreesseennttaattiivviiddaaddee  ppaarraa  ccáállccuulloo..   

OObbvviiaammeennttee,,  aa  ccaarrggaa  rreeaall  ccoorrrreessppoonnddeerráá  aa  uumm  ccaammppoo  ddee  vveelloocciiddaaddeess  rreeaall  qquuee  éé  
ddiiffeerreennttee  ddoo  iiddeeaalliizzaaddoo  ddeevviiddoo  ààss  ccoommpplleexxiiddaaddeess  qquuee  ppooddeemm  eessttaarr  pprreesseenntteess  ((ffaallhhaass  ddee  
lluubbrriiffiiccaaççããoo,,  ddeessggaassttee  ddee  ffeerrrraammeennttaall,,  ddiimmeennssõõeess  iimmpprreecciissaass,,  aassssiimmeettrriiaa  ddaass  ffeerrrraammeennttaass,,  
ddeessaalliinnhhaammeennttoo  ddaa  aapplliiccaaççããoo  ddaa  ffoorrççaa,,  eettcc..))..  CCoommoo  nnããoo  éé  ppoossssíívveell  ccoonnhheecceerr  oo  ccaammppoo  ddee  
vveelloocciiddaaddeess  rreeaall,,  ppaarraa  eeffeeiittoo  ddee  ccáállccuulloo,,  sseerráá  aaddoottaaddoo  uumm  ccaammppoo  iiddeeaalliizzaaddoo  ee  ssiimmpplliiffiiccaaddoo..    

DDeevviiddoo  aaooss  ttiippooss  ddee  ccáállccuullooss  ffeeiittooss,,  ooss  mmaatteerriiaaiiss,,  mmooddeellaaddooss  ppoorr  eessttee  mmééttooddoo,,  nnããoo  
ppooddeemm  vvaarriiaarr  oo  sseeuu  lliimmiittee  ddee  eessccooaammeennttoo  dduurraannttee  oo  pprroocceessssoo,,  oouu  sseejjaa,,  nnããoo  ppooddeemm  sseerr  
eennccrruuáávveeiiss..  CCoommoo  aa  mmaaiioorriiaa  ddooss  mmeettaaiiss  ssããoo  eennccrruuáávveeiiss  nnaass  ccoonnddiiççõõeess  nnoorrmmaaiiss  ddee  
ccoonnffoorrmmaaççããoo,,  sseerráá  aaddmmiittiiddoo,,  ccoommoo  aapprrooxxiimmaaççããoo,,  qquuee  eesstteess  aapprreesseenntteemm  uumm  lliimmiittee  ddee  
eessccooaammeennttoo  ccoonnssttaannttee  ((mmééddiioo)),,  ccoonnffoorrmmee  ccaallccuullaaddoo  ppeellaa  eeqquuaaççããoo  ddaa  ffiigguurraa  33..99..  
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AA  ddeetteerrmmiinnaaççããoo,,  ddaa  ffoorrççaa  oouu  tteennssããoo,,  nneecceessssáárriiaa  ppaarraa  aa  ccoonnffoorrmmaaççããoo  ddoo  mmaatteerriiaall  sseerráá  
ffeeiittaa  ccoonnssiiddeerraannddoo--ssee  qquuee::  

  
••  eemm  ccaaddaa  ii--ééssiimmaa  rreeggiiããoo  ddee  ddeessccoonnttiinnuuiiddaaddee  ddee  vveelloocciiddaaddee,,  oo  mmaatteerriiaall  ssooffrree  uummaa  

vvaarriiaaççããoo  bbrruussccaa  nnaa  ssuuaa  vveelloocciiddaaddee  qquuee  ccoonnssoommee  eenneerrggiiaa  ppoorr  mmeeiioo  ddee  uummaa  
ddeeffoorrmmaaççããoo  ppoorr  cciissaallhhaammeennttoo  ((EEii  ==  ττ⋅⋅SSii⋅⋅wwii))  ee  qquuee  aabbssoorrvvee  uummaa  ppoottêênncciiaa  ddee  
aaccoorrddoo  ccoomm  aa  mmuuddaannççaa  ddee  vveelloocciiddaaddee  ((vvii))  pprroodduuzziiddaa  ((PPii  ==  EEii⋅⋅vvii  ==  ττ⋅⋅SSii⋅⋅wwii⋅⋅vvii));;  

••  nnaass  rreeggiiõõeess  iinntteerrmmeeddiiáárriiaass,,  oo  mmaatteerriiaall  nnããoo  ssee  ddeeffoorrmmaa,,  ccoommppoorrttaannddoo--ssee  ccoommoo  
uumm  ssóólliiddoo  rrííggiiddoo..  

  
AA  ddeetteerrmmiinnaaççããoo  ddaa  eenneerrggiiaa  ggaassttaa  eemm  ccaaddaa  mmuuddaannççaa  ddee  vveelloocciiddaaddee  ((rreeggiiõõeess  ddee  

ddeessccoonnttiinnuuiiddaaddee  ddoo  ccaammppoo))  ee  aa  ssuuaa  ttrraannssffoorrmmaaççããoo  nnaa  ppoottêênncciiaa  ccoonnssuummiiddaa  ((ssiimmpplleessmmeennttee  
mmuullttiipplliiccaannddoo--ssee  ppeellaa  vveelloocciiddaaddee))  ddeevveerráá  ffoorrnneecceerr,,  nnoo  ssoommaattóórriioo,,  aa  ppoottêênncciiaa  ttoottaall  ccoonnssuummiiddaa  
nnoo  pprroocceessssoo..  EEssttaa  eenneerrggiiaa  ttoottaall  ppooddee  sseerr  iigguuaallaaddaa  àà  ppoottêênncciiaa  eexxtteerrnnaa  uuttiilliizzaaddaa  nnaa  ccoonnffoorrmmaaççããoo  
ccaassoo  nnããoo  eexxiissttaamm  oouuttrraass  ffoonntteess  ddee  ddiissssiippaaççããoo  ddee  eenneerrggiiaa  ((aattrriittoo,,  ppeerrddaass  ttéérrmmiiccaass,,  eettcc..))..  

EEmm  ggeerraall  aa  ppoottêênncciiaa  ddiissssiippaaddaa  ddee  oouuttrraass  ffoorrmmaass  éé  ssuuffiicciieenntteemmeennttee  ppeeqquueennaa  ppaarraa  
ppeerrmmiittiirr  uummaa  bbooaa  eessttiimmaattiivvaa  ddaa  tteennssããoo  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  ppeellaa  ccoommppaarraaççããoo  ddiirreettaa  ddaa  ppoottêênncciiaa  
eexxtteerrnnaa  ee  ppoottêênncciiaa  iinntteerrnnaa  ccaallccuullaaddaa  ppoorr  eessttee  mmééttooddoo..  OO  eexxeemmpplloo  ddoo  iitteemm  33..55..11  ddeevveerráá  iilluussttrraarr  
mmeellhhoorr  oo  qquuee  ffooii  eexxpplliiccaaddoo..  

33..55..11  ––  CCáállccuulloo  ssiimmpplleess  ddaa  tteennssããoo  ddee  eexxttrruussããoo  
CCoommoo  eexxeemmpplloo  ddee  aapplliiccaaççããoo  sseerráá  ccoonnssiiddeerraaddoo  oo  pprroocceessssoo  ddee  eexxttrruussããoo  ((vviiddee  ffiigguurraa  33..55))  

ddee  uummaa  bbaarrrraa  mmeettáálliiccaa,,  ccoomm  uumm  ccaammppoo  ddee  vveelloocciiddaaddeess  ttaall  ccoommoo  rreepprreesseennttaaddoo  ppeellaa  ffiigguurraa  
33..1133..aa..  PPaarraa  ssee  ddeetteerrmmiinnaarr  aa  tteennssããoo  ddee  eexxttrruussããoo,,  iinniicciiaallmmeennttee  ddeevvee--ssee  ddeessccrreevveerr  ooss  eevveennttooss  qquuee  
ooccoorrrreemm  ssoobbrree  uummaa  lliinnhhaa  ddee  fflluuxxoo  ΓΓ   ddoo  mmaatteerriiaall  nnoo  pprroocceessssoo,,  ccoonnffoorrmmee  iilluussttrraaddoo  nnaa  ffiigguurraa  
33..1144..  EEssttaa  ddeessccrriiççããoo  sseerráá  ffeeiittaa  ccoonnssiiddeerraannddoo--ssee  55  eettaappaass  oouu  ccoonnddiiççõõeess  ddee  vveelloocciiddaaddee  ee  ddiirreeççããoo  
ssoobbrree  eessttaa  lliinnhhaa  ddee  fflluuxxoo  ΓΓ ,,  ddaa  mmaanneeiirraa  iilluussttrraaddaa  ppeellaass  ffiigguurraass  aa  sseegguuiirr..  NNeessttee  ccáállccuulloo  lleevvoouu--ssee  
eemm  ccoonnssiiddeerraaççããoo  aa  ssiimmeettrriiaa  ddoo  pprroocceessssoo..  

  

((aa))        

  
  

((bb))  

FFiigguurraa  33..1144   ––  ((aa))  RReepprreesseennttaaççããoo  ddee  uumm  ccaammppoo  ddee  vveelloocciiddaaddeess  ssiimmpplliiffiiccaaddoo  ppaarraa  oo  eessttuuddoo  ddoo  pprroocceessssoo  
ddee  eexxttrruussããoo..  ((bb))  RReessppeeccttiivvaa  hhooddóóggrraaffaa  ddoo  ccaammppoo  ddee  vveelloocciiddaaddeess,,  aaddaappttaaddoo  ddee  HHeellmmaann  ee  CCeettlliinn  ((11998833))..   
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11aa   ee ttaappaa  
NNeessttaa  eettaappaa  oo  mmaatteerriiaall  eessttáá  ssee  aapprrooxxiimmaa  ddaa  
rreeggiiããoo  ddeeffiinniiddaa  ppeelloo  ttrriiâânngguulloo  AABBCC  ppoorr  mmeeiioo  
ddee  uummaa  vveelloocciiddaaddee  VV00 ,,  qquuee  sseerráá  ccoonnssiiddeerraaddaa  
ddee  vvaalloorr  uunniittáárriioo  ((VV00==11))  ccoommoo  rreeffeerrêênncciiaa  
ppaarraa  ooss  ccáállccuulloo  ee  ddeetteerrmmiinnaaççããoo  ddaa  hhooddóóggrraaffaa..  

  

22aa   ee ttaappaa  
AAggoorraa  oo  mmaatteerriiaall  aallccaannççaa  aa  lliinnhhaa  AABB  qquuaannddoo  
ooccoorrrree  uummaa  mmuuddaannççaa  ddee  vveelloocciiddaaddee  VVAABB  qquuee  
aalltteerraa  aa  ttrraajjeettóórriiaa  ddoo  mmaatteerriiaall  ddee  mmooddoo  aaoo  
mmeessmmoo  iinniicciiaarr  oo  pprroocceessssoo  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  
ddeennttrroo  ddaa  mmaattrriizz..  

  

33aa   ee ttaappaa  
AA  lliinnhhaa  ddee  fflluuxxoo  sseegguuee  ppoorr  uummaa  ttrraajjeettóórriiaa  
ppaarraalleellaa  àà  lliinnhhaa  AACC,,  aaggoorraa  ccoomm  uummaa  nnoovvaa  
vveelloocciiddaaddee  VVii..  NNaa  rreeggiiããoo  ddeeffiinniiddaa  ppeellaa  lliinnhhaa  
AACC  ooccoorrrree  uummaa  oouuttrraa  ddeessccoonnttiinnuuiiddaaddee  ddee  
vveelloocciiddaaddee  jjáá  qquuee  aa  ppaarrttiirr  ddeessttaa  rreeggiiããoo  aa  
vveelloocciiddaaddee  éé  nnuullaa..  

  

44aa   ee ttaappaa  
UUmmaa  nnoovvaa  rreeggiiããoo  ddee  ddeessccoonnttiinnuuiiddaaddee  ddee  
vveelloocciiddaaddee  éé  aattiinnggiiddaa  qquuaannddoo  aa  lliinnhhaa  ddee  fflluuxxoo  
aattiinnggee  aa  lliinnhhaa  BBCC..  NNeessttee  ccaassoo,,  ooccoorrrree  uummaa  
mmuuddaannççaa  ddee  ttrraajjeettóórriiaa  ddaa  vveelloocciiddaaddee  ddee  
aaccoorrddoo  ccoomm  oo  vveettoorr  VVAACC..  

  

55aa   ee ttaappaa  
AAppóóss  aa  lliinnhhaa  BBCC,,  aa  lliinnhhaa  ddee  fflluuxxoo  sseegguuee  
ppaarraalleellaa  aaoo  eeiixxoo  ddee  eexxttrruussããoo  sseegguunnddoo  uummaa  
vveelloocciiddaaddee  VVFF..  SSeegguunnddoo  aa  hhooddóóggrraaffaa  
ccoorrrreessppoonnddeennttee  aaoo  pprroocceessssoo,,  aa  vveelloocciiddaaddee    
ffiinnaall  ccoorrrreellaacciioonnaa--ssee  ccoomm  aa  vveelloocciiddaaddee  iinniicciiaall  
ccoonnffoorrmmee::  

((VVii  //  VVFF))  ==  ((hhff  //  hhii))  
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NNaa  ffiigguurraa  33..1144..bb  eessttáá  iilluussttrraaddoo  aa  rreepprreesseennttaaççããoo  ddoo  ccaammppoo  ddee  vveelloocciiddaaddeess  ppeellaa  ssuuaa  
rreessppeeccttiivvaa  hhooddóóggrraaffaa,,  qquuee  éé  uumm  ddiiaaggrraammaa  vveettoorriiaall  qquuee  aauuxxiilliiaa  aa  ddeetteerrmmiinnaaççããoo  ddee  rreessuullttaanntteess  oouu  
ddee  oouuttrrooss  ccoommppoonneenntteess  ddee  vveelloocciiddaaddee  pprreesseenntteess..  AA  aannáálliissee  ddoo  mmééttooddoo  bbaasseeiiaa--ssee  nnaa  ppoottêênncciiaa  
ccoonnssuummiiddaa  nnaa  mmaannuutteennççããoo  ddeessttee  ccaammppoo  ddee  vveelloocciiddaaddeess,,  ddee  aaccoorrddoo  ccoomm  aa  ttaabbeellaa  33..44..  

TTaabbee llaa  33..44  ––  SSuummáárriioo  ddooss  ccáállccuullooss  ppaarraa  oo  pprroocceessssoo  ddee  eexxttrruussããoo  ddaa  ffiigguurraa  33..1144..  

EEttaappaa  DDeessccrriiççããoo  EEnneerrggiiaa  
aabbssoorrvviiddaa  

PPoottêênncciiaa  
aabbssoorrvviiddaa  

11aa  eettaappaa  
VVeelloocciiddaaddee  ccoonnssttaannttee  ee  ccoommppoorrttaammeennttoo  ddee  
ssóólliiddoo  rrííggiiddoo::  nnããoo  hháá  aabbssoorrççããoo  ddee  eenneerrggiiaa..  00  00  

22aa  eettaappaa  
AAlltteerraaççããoo  ddaa  vveelloocciiddaaddee  ddoo  mmaatteerriiaall  ppoorr  
mmeeiioo  ddee  VVAABB  ccoomm  rreessppeeccttiivvoo  ccoonnssuummoo  ddee  
eenneerrggiiaa  cciissaallhhaannttee  ((rreedduunnddaannttee))..  

EE22   ==  ττ⋅⋅SSAABB⋅⋅ww  PP22   ==  ττ⋅⋅SSAABB⋅⋅ww⋅⋅vvAABB  

33aa  eettaappaa  
VVeelloocciiddaaddee  ccoonnssttaannttee  ee  ccoommppoorrttaammeennttoo  ddee  
ssóólliiddoo  rrííggiiddoo::  hháá  uummaa  ddeessccoonnttiinnuuiiddaaddee  ddee  
vveelloocciiddaaddee  ((VVAACC))  aaoo  lloonnggoo  ddaa  lliinnhhaa  AACC..  

EE33   ==  ττ⋅⋅SSAACC⋅⋅ww  PP33   ==  ττ⋅⋅SSAACC⋅⋅ww⋅⋅vvAACC  

44aa  eettaappaa  
AAlltteerraaççããoo  ddaa  vveelloocciiddaaddee  ddoo  mmaatteerriiaall  ppoorr  
mmeeiioo  ddee  VVBBCC  ccoomm  rreessppeeccttiivvoo  ccoonnssuummoo  ddee  
eenneerrggiiaa  cciissaallhhaannttee  ((rreedduunnddaannttee))..  

EE44   ==  ττ⋅⋅SSBBCC⋅⋅ww  PP44   ==  ττ⋅⋅SSBBCC⋅⋅ww⋅⋅vvBBCC  

55aa  eettaappaa  
VVeelloocciiddaaddee  ccoonnssttaannttee  ee  ccoommppoorrttaammeennttoo  ddee  
ssóólliiddoo  rrííggiiddoo::  nnããoo  hháá  aabbssoorrççããoo  ddee  eenneerrggiiaa..  00  00  

TToottaall::  ΣΣEEii  ==  EE22++EE33++EE44   ΣΣPPii  ==  PP22++PP33++PP44   

  
CCoommoo  aa  vveelloocciiddaaddee  iinniicciiaall  éé  ccoonnssiiddeerraaddaa  iigguuaall  aa  uunniiddaaddee  ((vvii==11)),,  eennttããoo,,  ttêêmm--ssee  ooss  

sseegguuiinntteess  vvaalloorreess  rreellaattiivvooss  ppaarraa  aass  ddeemmaaiiss  vveelloocciiddaaddeess  mmoossttrraaddaass  nnaa  hhooddóóggrraaffaa  ((ffiigguurraa  33..1144..bb))  
ee  lliissttaaddaass  nnooss  ccáállccuullooss  ((ttaabbeellaa  33..44))::  

  
••  VVAABB  ==  11;;  
••  VVAACC  ==  √√22;;  
••  VVBBCC  ==  √√22;;  

  
CCoonnssiiddeerraannddoo  aass  ddiimmeennssõõeess  ddoo  pprroocceessssoo  ddee  eexxttrruussããoo  mmoossttrraaddaass  nnaa  ffiigguurraa  33..1144..aa,,  ttêêmm--

ssee  ggeeoommeettrriiccaammeennttee::  
  

••  AABB  ==  22;;  
••  AACC  ==  √√22;;  
••  BBCC  ==  √√22;;  

  
SSuubbssttiittuuiinnddoo  eesstteess  vvaalloorreess  nnoo  rreessuullttaaddoo  ddoo  ssoommaattóórriioo  ddaa  ppoottêênncciiaa  ddoo  pprroocceessssoo  ((ΣΣPPii)),,  

oobbttiiddoo  nnaa  ttaabbeellaa  33..44,,  ddeetteerrmmiinnaa--ssee::  
  

ΣΣPPii  ==  ττ⋅⋅ww⋅⋅((  SSAABB⋅⋅vvAABB  ++  SSAACC⋅⋅vvAACC  ++  SSBBCC⋅⋅vvBBCC  ))  ==  ττ⋅⋅ww⋅⋅((  11⋅⋅22  ++  √√22⋅⋅√√22  ++  √√22⋅⋅√√22  ))  
  

ΣΣPPii  ==  66⋅⋅ττ⋅⋅ww  ((33..99))  
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OObbsseerrvvaannddoo  aa  ffiigguurraa  33..1133  ee  33..1144,,  ssaabbee--ssee  qquuee  aa  ffoorrççaa  eexxtteerrnnaa  ddoo  ppiissttããoo  ddeessttiinnaaddaa  àà  
eexxttrruussããoo  nnaa  mmeettaaddee  ddoo  mmoollddee  ((ccoonnffoorrmmee  eessttuuddaaddoo  ee  iilluussttrraaddoo  ppeellaa  ffiigguurraa  33..1144))  ppooddee  sseerr  
ccaallccuullaaddaa  ccoommoo  sseennddoo::  

FFeexxtt   ==  PP⋅⋅ww⋅⋅  ((hh00 //22))  
  
SSaabbee--ssee,,  ppeellaa  ffiigguurraa  33..1144  qquuee  hh00==44..  EEssttaa  ffoorrççaa  eexxtteerrnnaa  éé  aapplliiccaaddaa  ccoomm  uummaa  vveelloocciiddaaddee  VV00   qquuee  
ffooii  ccoonnssiiddeerraaddaa  uunniittáárriiaa  ((VV00   ==  11)),,  aassssiimm  sseennddoo,,  aa  ppoottêênncciiaa  ddaa  ffoorrççaa  eexxtteerrnnaa  ppooddee  sseerr  ddeeffiinniiddaa  
ccoommoo  sseennddoo::  
  

ΣΣPPeexxtt   ==  22⋅⋅PP⋅⋅ww  ((33..99))  

  
IIgguuaallaannddoo  aass  dduuaass  eeqquuaaççõõeess  ee  sseeppaarraannddoo--ssee  oo  vvaalloorr  ddee  PP,,  ddeetteerrmmiinnaa--ssee::  

ΣΣPPii  ==  ΣΣPPeexxtt   

66⋅⋅ττ⋅⋅ww  ==  22⋅⋅PP⋅⋅ww  

  

PP  ==  σσEExxtt rruu ss ããoo   ==  33⋅⋅ττyy ss   ((33..1100))  

  
OO  mmééttooddoo  ppooddeerr--ssee--áá  ttoorrnnaarr  mmaaiiss  pprreecciissoo  àà  mmeeddiiddaa  qquuee  ccaammppooss  ddee  vveelloocciiddaaddee  mmaaiiss  

rreeaallííssttiiccooss  ffoorreemm  ccoonnssiiddeerraaddooss  nnooss  ccáállccuullooss..  AA  ffiigguurraa  33..1155  iilluussttrraa  uumm  eexxeemmpplloo  ddee  uumm  ccaammppoo  
ddee  vveelloocciiddaaddeess  aaddmmiissssíívveell  ee  aa  ssuuaa  rreessppeeccttiivvaa  hhooddóóggrraaffaa  ppaarraa  uumm  pprroobblleemmaa  ddee  ttrreeffiillaaççããoo,,  
sseegguunnddoo  KKoobbaayyaasshhii  ee  TThhoommsseenn  ((11996644))  cciittaaddoo  ppoorr  DDiieetteerr  ((11998888))..  

  

  

FFiigguurraa  33..1155   ––  UUmm  ppoossssíívveell  
ccaammppoo  ddee  mmuuddaannççaa  ddee  
vveelloocciiddaaddeess  ee  ssuuaa  
rreessppeeccttiivvaa  hhooddóóggrraaffaa,,  
uuttiilliizzaaddoo  nnoo  ccáállccuulloo  ddoo  
eessffoorrççoo  ddee  ttrreeffiillaaççããoo  ddee  uumm  
mmeettaall,,  aaddaappttaaddoo  ddee  DDiieetteerr  
((11998888))..   

  
NNeessttee  ccaassoo,,  aappóóss  ooss  ccáállccuullooss,,  oobbtteevvee--ssee  aa  eeqquuaaççããoo  ((33..1111))  mmoossttrraaddaa  aabbaaiixxoo::  
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AA  ffiigguurraa  33..1166  iilluussttrraa  uumm  eexxeemmpplloo  ddoo  mmééttooddoo  ddooss  ccaammppooss  ddee  vveelloocciiddaaddee  ((““sslliipp-- lliinnee  
ffiieelldd  tthheeoorryy””))..  NNeessttee  ffiigguurraa  eessttáá  mmoossttrraaddoo  oo  ccaammppoo  ddee  vveelloocciiddaaddeess  uuttiilliizzaaddoo  ppoorr  HHiillll  ee  TTuuppppeerr  
ppaarraa  aa  ddeessccrriiççããoo  ddee  uumm  pprroocceessssoo  ddee  ttrreeffiillaaççããoo  uuttiilliizzaannddoo  uummaa  mmaattrriizz  sseemm  aattrriittoo..  NNeessttaa  ccaassoo  aaoo  
iinnvvééss  ddee  uummaa  ssoommaa,,  iinntteeggrraa--ssee  ooss  vvaalloorreess  ddee  eenneerrggiiaa  ((ppoottêênncciiaa))  oobbttiiddooss  cchheeggaannddoo--ssee  àà  eeqquuaaççããoo  
((33..1122)),,  ccoonnffoorrmmee  DDiieetteerr  ((11998888))..  
  

  

FFiigguurraa  33..1166   ––  UUmm  ppoossssíívveell  
ccaammppoo  ddee  vveelloocciiddaaddeess  uuttiilliizzaaddoo  
nnoo  ccáállccuulloo  ddoo  eessffoorrççoo  ddee  
ttrreeffiillaaççããoo  ddee  uumm  mmeettaall,,  aaddaappttaaddoo  
ddee  DDiieetteerr  ((11998888))..   
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DDeevvee--ssee  nnoottaarr  aa  rreellaattiivvaa  sseemmeellhhaannççaa  ddaa  eeqquuaaççããoo  ((33..1122))  ccoomm  aass  eeqquuaaççõõeess  ((33..1111))  ee  ((33..1100))..  NNoo  
ccaassoo  ddaa  ttrreeffiillaaççããoo  ((eeqquuaaççããoo  33..1122  ee  33..1111)),,  aa  mmaattrriizz  aapprreesseennttaa  uumm  ppeeqquueennoo  âânngguulloo  ((22αα )),,  
ccoonnffoorrmmee  ppooddee  sseerr  vviissttoo  nnaa  ffiigguurraa  33..1111  oouu  33..1122,,  eennqquuaannttoo  qquuee  nnoo  pprroocceessssoo  ddee  eexxttrruussããoo  eessttee  
âânngguulloo  nnããoo  eexxiissttee  ee  éé  ccrriiaaddoo  iinnddiirreettaammeennttee  ppeellaa  pprreesseennççaa  ddaa  ““zzoonnaa  mmoorrttaa””,,  ccoonnffoorrmmee  vviissttaa  nnaa  
ffiigguurraa  33..1144..  

  
AA  ffiigguurraa  33..1177bb  mmoossttrraa  uumm  ggrrááffiiccoo  ccoommppaarraannddoo  aass  ddiiffeerreennççaass  rreellaattiivvaass  aaooss  mmééttooddooss  ddee  

ccáállccuulloo  aannaallííttiiccooss..  DDeevvee--ssee  nnoottaarr,,  ccoomm  rreeffeerrêênncciiaa  àà  ffiigguurraa  33..77  qquuee  àà  mmeeddiiddaa  qquuee  oo  âânngguulloo  ddee  
ttrreeffiillaaççããoo  aauummeennttaa  aattéé  uumm  ddaaddoo  vvaalloorr,,  aa  qquuaannttiiddaaddee  ddee  eenneerrggiiaa  ggaassttaa  ppoorr  aattrriittoo  ddiimmiinnuuii,,  
rreedduuzziinnddoo  aa  ddiiffeerreennççaa  eennttrree  ooss  vvaalloorreess  ddee  tteennssããoo  ddee  ttrreeffiillaaççããoo  oobbttiiddooss  ppeelloo  mmééttooddoo  ddaa  
ddeeffoorrmmaaççããoo  hhoommooggêênneeaa  ((qquuee  nnããoo  lleevvaa  eemm  ccoonnssiiddeerraaççããoo  oo  eeffeeiittoo  ddoo  aattrriittoo))  ee  ooss  ddeemmaaiiss  
mmééttooddooss..  

PPaarraa  vvaalloorreess  mmaaiioorreess  ddoo  sseemmii--âânngguulloo  ddaa  ffiieeiirraa,,  aa  ddiiffeerreennççaa  tteennddee  aa  sseerr  bbeemm  mmaaiioorr  
ddeevviiddoo  aaoo  ddeessvviioo  ooccaassiioonnaaddoo  ppeellaa  pprreesseennççaa  ddaa  ddeeffoorrmmaaççããoo  rreedduunnddaannttee,,  qquuee  ccrreessccee  ((vviiddee  ffiigguurraa  
33..77))  àà  mmeeddiiddaa  qquuee  aauummeennttaa  oo  vvaalloorr  ddoo  sseemmii--âânngguulloo  ddaa  ffiieeiirraa..  
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FFiigguurraa  33..1177   ––  CCoommppaarraaççããoo  eennttrree  aass  ffoorrççaass  ddee  ttrreeffiillaaççããoo  ccaallccuullaaddaass  ppoorr  ttrrêêss  mmééttooddooss  aannaallííttiiccooss  
ddiiffeerreenntteess,,  aaddaappttaaddoo  ddee  DDiieetteerr  ((11998888))..   

33..66  ––  EElleemmeennttooss  ffiinniittooss  

OO  mmééttooddoo  ddooss  eelleemmeennttooss  ffiinniittooss  tteevvee  ggrraannddee  ddiiffuussããoo  ee  ccrreesscciimmeennttoo  nnaa  aannáálliissee  ddee  pprroobblleemmaass  
ccoommpplleexxooss  rreellaattiivvooss  aa  ccaammppooss  ddee  tteennssõõeess  ee  ddeeffoorrmmaaççõõeess  eelláássttiiccaass..  CCoomm  aa  eevvoolluuççããoo  ddooss  
ccoommppuuttaaddoorreess  ee  pprrooggrraammaass  ddee  ccáállccuulloo,,  eessttee  mmééttooddoo  tteemm  ccrreesscciiddoo  eemm  uuttiilliizzaaççããoo  ppaarraa  oo  eessttuuddoo  ddooss  
pprroocceessssooss  ddee  ccoonnffoorrmmaaççããoo  mmeeccâânniiccaa..  OO  iinníícciioo  ddaa  aapplliiccaaççããoo  ddeessttaa  ttééccnniiccaa  bbaasseeaavvaa--ssee  nnaa  rreessoolluuççããoo  ddee  
pprroobblleemmaass  oonnddee  aass  ssoolluuççõõeess  eerraamm  eellaassttoo--ppllaassttiiccaass..  SSeegguunnddoo  DDiieetteerr  ((11998888)),,  aa  rreessoolluuççããoo  ddeesstteess  
pprroobblleemmaass  nneecceessssiittaavvaa  ddee  iinnccrreemmeennttooss  mmíínniimmooss  eennttrree  ooss  ppaassssooss  ddee  ccáállccuulloo,,  sseennddoo  qquuee  eemm  ccaaddaa  ppaassssoo  
ttoorrnnaavvaa--ssee  nneecceessssáárriiaa  aa  rreessoolluuççããoo  eelláássttiiccaa  ddaa  rreeddee  ddee  rreepprreesseennttaaççããoo  ddoo  ssiisstteemmaa..  PPoorrttaannttoo  uumm  ggrraannddee  
tteemmppoo  ddee  pprroocceessssaammeennttoo  ccoommppuuttaacciioonnaall  eerraa  nneecceessssáárriioo..  

AA  vviiaabbiilliizzaaççããoo  ddoo  uussoo  ddooss  eelleemmeennttooss  ffiinniittooss  ee  ddaa  ccoommppuuttaaççããoo  ppaarraa  ssiimmuullaarr  aass  ccoonnddiiççõõeess  ddee  
ccoonnffoorrmmaaççããoo  mmeeccâânniiccaa  ffooii  ffeeiittaa  aattrraavvééss  ddoo  ttrraabbaallhhoo  ddee  KKoobbaayyaasshhii  ((11997788))  aattrraavvééss  ddoo  mmééttooddoo  ddaa  
mmaattrriizz  qquuee  eessttee  iinnttrroodduuzziiuu..  NNeessttee  mmééttooddoo  ssããoo  nneegglliiggeenncciiaaddaass  aass  ddeeffoorrmmaaççõõeess  eelláássttiiccaass,,  ccoommppaarraaddaass  
ccoomm  aass  ggrraannddeess  ddeeffoorrmmaaççõõeess  pplláássttiiccaass  pprreesseenntteess,,  sseennddoo  qquuee  aa  ddeeppeennddêênncciiaa  eennttrree  tteennssããoo  ee  
ddeeffoorrmmaaççããoo  nnoo  rreeggiimmee  pplláássttiiccoo  ffooii  ssiimmpplliiffiiccaaddaa..  CCoomm  eessttaass  ccoonnssiiddeerraaççõõeess  oo  tteemmppoo  ddee  
pprroocceessssaammeennttoo  ffooii  ddrraassttiiccaammeennttee  rreedduuzziiddoo,,  vviiaabbiilliizzaannddoo  aa  ssuuaa  uuttiilliizzaaççããoo  nnaaqquueellaa  ééppooccaa..  

AA  ffiigguurraa  33..1188  iilluussttrraa  ooss  rreessuullttaaddoo  oobbttiiddooss  ddiirreettaammeennttee  ddoo  pprroocceessssaammeennttoo  mmaatteemmááttiiccoo  
ddaa  ccoommpprreessssããoo  ddee  uumm  ddiissccoo..  NNoorrmmaallmmeennttee  aa  ssiimmuullaaççããoo  aapprroovveeiittaa  ddee  ccoonnddiiççõõeess  ddee  ssiimmeettrriiaa  
ppaarraa  ssiimmpplliiffiiccaarr  oo  pprroobblleemmaa  aannaalliissaaddoo..  NNeessttee  ccaassoo,,  ccoonnssiiddeerroouu--ssee  aappeennaass  ¼¼  ddoo  ddiissccoo  ssoobb  
aannáálliissee..    


