Estado triplo de tenséo

Tensdes em um ponto

Seja um ponto qualquer,
pertencente a um corpo em
equilibrio, submetido as tensdes
representadas na figura 1.

z

Figura 1 — Estado geral de tensdes em um
ponto.

Sabe-se que uma tensdo é
funcdo de ponto e plano. Assim,
para um plano inclinado, em relagéao
aos apresentados na figura, irdo
atuar outras tensdes, como mostra
a figura 2.

Figura 2 —Tens&o resultante em um plano
qualquer de um estado geral de tensdes.

Os angulos entre o plano
considerado e 0s eixos X; y e z, sao
6., By e 6,, respectivamente.
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Com esta consideracdo, a
forca resultante no plano inclinado,
expressa pelas suas componentes
nas direcbes x, y e z, pode ser
determinada por:

(pdA), = 0,dA cos 6, +1,,dA cos 8, +1,,dA cos 8,
(pdA)y =1,dAcos6, +0,dAcosB, +1,dAcos, (1)
(pdA)Z =1,,dAcos0, +1,dAcos6, +0,dAcosH,
Com isto, 0s trés

componentes ortogonais da tensao
resultante s&o:

P, =0,c0s8, +1,c0s6, +T1, C0SH,

p, =1,c0s6, +0,cosb, +1, cosH, 2)

p, =T,,c0s0, +1,c0s0, +0,CcosH,

As trés componentes da
tensdo p, podem ser assim
determinadas pelo produto de duas
matrizes:

Px o, T, T, (cosB,
pP=|py |=|T, O, T, |%|cC0s6,
Pz T, T, O0,) (cos6,

Observa-se, entdo, que
qualquer seja o plano inclinado, a
tensdo nele resultante € igual ao
produto entre a matriz das tensdes
dos planos ortogonais e a matriz
dos co-senos dos angulos do plano.

Os co-senos sdao chamados
de co-senos diretores, e sua matriz
€ chamada de matriz dos co-senos
diretores. A matriz das tensdes se
da o nome de Tensor (T).

Ao tensor, ndo é possivel se
dar uma interpretagdo geométrica
simples. Ele é encarado, apenas,
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como uma matriz onde cada

elemento representa uma das
tensdes encontradas na expressao
2.

Desta maneira o tensor T, para um
estado geral de tensdes fica:

X yX T

T=|1 o, T 3)

xy y zy
T o

Xz yz z

Eixos e Tensdes Principais.

A tenséo p que atua no plano
inclinado pode ser representada por
suas componentes: normal (o) e de
cisalhamento (1), como mostra a
figura 3.

Figura 3 — tensé@o normal e de
cisalhamento, componentes da tensao p.

A tensdo normal resultante
(0), neste plano inclinado, € obtida
por:

— 2 2 2
0=0,c08°8, +0,c0s°6, +0,Cc0s° 0, +
2t1,,cos6, cosb, +2t1,,cosO, cosB, +
21,,c0s 6, cos B,

Note-se que, se o0 elemento
inicial estiver inclinado em relagcéo
ao sistema apresentado, como se
observa na figura 4, a tensado no
plano inclinado deve permanecer a
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mesma. Observa-se ainda que
neste elemento inclinado ocorrem
transformacoes nas tensbes
atuantes em cada plano ja que
ocorre mudanca de plano.

Figura 4 — inclinacdo do elemento em
relagdo a posicao inicial

Assim, € possivel existir uma
posicdo para o elemento, nestes
planos tri-ortogonais, onde as
tensdes de cisalhamento sejam
iguais a zero.

A esta posicdo se da o nome
de posicdo principal, aos planos
ortogonais se da o nome de planos
principais e as tensfes normais
gue neles atuam se da o nome de
tensdes principais

Estas tensbes s&o indicadas
por o;; 0, e 03, a partir da maior
para a menor. Os planos
respectivos onde atuam estas
tensdes, sao indicados por 1; 2 e 3.
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figura 5 — planos e tensdes
principais

Chamando de 6;; 6, e 83, 0s
angulos entre o plano inclinado e os
planos principais 1; 2 e 3,

respectivamente, e possivel
escrever:
Py o 0 O cos0,
p=|py|=| 0 o, O |x| cos®6,
o8 0 0 o, cos 6,
(4)

Assim, o tensor das tensoes
principais, € o tensor principal do
estado de tensoes.

oo 0 O
T=0 o, 0] (5
0 0 o,

Com isto, as componentes da
tensao p, ficam:

p, =0, %xC0sH,;
p, =0, xcos6, (6)
p, =0, XC0SH,

Lembrando que:
cos’@, +cos’ B, +cos’ 0, =1 (7)

Das expressbes 6 e 7, €
possivel escrever:
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2 2 2
HRGEGEL
0-l 02 0-3
Esta expressdo mostra que
os valores pyx; py € p;, podem ser
encarados como coordenadas da
extremidade do vetor da tenséo p.
O lugar geomeétrico das
extremidades do vetor da tensao
total forma um elipséide, cujos
semi-eixos sao as tensdes

principais o;; 0, e 03. O elipsoéide
chama-se elipsoéide das tensoes.

Desta figura geomeétrica
deduz-se que a maior das trés
tensdes principais € o maior valor
possivel de tensdo no conjunto de
planos que passam pelo ponto.
Deduz-se, ainda, que a menor das
tensdes principais é a menor das
tensdes normais.

Determinacgao das tensoes
principais.

Seja 0 estado de tensdes da
figura 1 e um plano inclinado como
o0 mostrado na figura 2. se este
plano for um dos principais, a
tensdo resultante ser4d uma tensdo
normal (o).

Assim, as componentes
desta tensdo normal podem ser
escritas como:

T cos0,

( Ox Tyx X
o= (0)Y =1, O, T, |%|cos8,
( T

xz Tyz o, Ccos OZ
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0, T, T, (cos6,) ((o)

w Oy T, |%x|/cos6, |- (cr)Y =0

w Yy 0, coso, (0)2
(10)

Lembrando que:

(0), =oxcos8,
(0)y =oxcosf,
(0)z =0xcos6,

€ possivel escrever:

o, T, T, o cos 0,

T, O, T, |—-|0]||%|cosb, |=0
2 Uy Oy Y cos 6,

0,-0 T, L cos 0,

1, O0,-0 1, |%x/cosb, |=0
xz T, 0,-0) (cos6,

(11)

Lembrando que a matriz dos
co-senos diretores ndo pode ser
nula (vide expressao 7), para que o
produto mostrado na expresséo 11
seja nulo existe a necessidade do
determinante da matriz das tensdes
ser igual a zero:

0-x_o- Tyx sz
1, O0,-0 T, [=0 (12
T, T, 0,-0

Note-se aqui que, sendo

o uma tensdo principal, seu valor
independe do conhecimento prévio
da posicdo do plano em que ela
ocorre. Ele depende, apenas, do
estado de tensdes que atua no
ponto.

A solucdo do sistema
apresentado na expressao 12 é
dada por:
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0’ -0°xJ,+0xJ,-J, =0 (13)

onde

J,=0,+0, +0,

J, =0,%0,+0,%x0,+0,%x0, —T, —1

—
@
1
x
<
<
N
<

(14)

Circulo de Mohr para o
Estado Triplo de Tenséo.

Seja um ponto e suas
tensdes principais 01; 0, e 03. Seja,
também um plano inclinado com um
angulo a, em relacéo aos planos 1 e
3.

2%

o & o
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figura 6 — Planos principais; tensdes
principais e plano inclinado.

As tensbes: normal e de
cisalhamento, neste plano, podem
ser determinadas por:

0:01+03 +01_03
2

X Cc0oS2a

(13)

oF

-0
T=T3xsen20(
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Note-se que estas tensfes
podem, também, ser determinadas
pelo Circulo de Mohr para o estado
duplo de tenséo.

TA
Plano A
o
< 2
g <
S o
S b
é ‘ O-JK /01
A
(01+03)/2 (01-03)/2 cos2a
O- —

figura 7 — Circulo de Mohr para os planos
1; 3 e oinclinado

Caso o plano esteja inclinado
em relacdo aos planos 2 e 3, como
mostra a figura 8, tem-se o Circulo
de Mohr apresentado na figura 9.

2%

P
o’ >A\ o'
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figura 8 — Plano inclinado em relagédo aos
planos 2 e 3.

TA

Plano B

figura 9 — Circulo de Mohr para os planos
2; 3 e oinclinado
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O mesmo tipo de estudo
pode ser feito para um plano
inclinado em relacéo aos planos 1 e
2, como mostra a figura 10.

2%

0’ 0’

D|an0 .

figura 10 — Plano inclinado em relagédo aos
planos 1 e 2.

O Circulo de Mohr para esta
situacao esta mostrado na figura 11

TA
Plano C

e
02 UO'1

figura 11 — Circulo de Mohr para os planos
1; 2 e o inclinado

Note-se que € possivel fazer
uma superposi¢do dos Circulos de
Mohr para os trés casos. Isto pode
ser observado na figura 12

TA

0)

o

0-3 v 0-1

figura 12 — Circulo de Mohr para os trés
estudos superpostos.
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Um plano inclinado qualquer,
em relagdo aos trés planos,
simultaneamente, como 0 mostrado
na figura 13, tem seu ponto
representativo na area limitada
pelos trés Circulos de Mohr
(arbelos). Isto pode ser observado
na figura 14.

e

0’ o'

|3|al_]Q ;

figura 13 — Plano inclinado qualquer e os
planos principais

TA
Plano D

figura 14 — Circulo de Mohr para um plano
qualquer.

OBS:-

1. Usualmente a representacéo
do Circulo de Mohr é feita,
apenas, pelo semicirculo
superior, como mostra a

figura 15
TA
/ A Y
Os 02 O:

figura 15 — Representacéo usual do
Circulo de Mohr.
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2. Qualquer estado de tenséo
pode ser interpretado como
um caso particular do estado
triplo de tensdo. As figuras
16 e 17, mostram,
respectivamente, os estados
de tracdo simples e
cisalhamento puro.

9

19) 0302 O:

figura 16 — Circulo de Mohr para a tragao
simples
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figura 16 — Circulo de Mohr para o
cisalhamento puro

3. Desde que seja conhecida
uma das tensfes principais,
as demais podem ser
determinadas por um estudo
semelhante ao estado duplo
de tensao.
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