Estado duplo ou, Estado
plano de tensdes.

A tensdo que atua em um
ponto é funcdo do plano pelo qual
se faz o estudo. Esta afirmacao
pode ficar mais clara quando
analisa, por exemplo, um ponto de
uma barra submetida a uma forga
normal de tracéo.

Tome-se, por exemplo, a
figura 1. Nela uma barra cilindrica é
tracionada por uma forca normal N.

e,

T

L
™ <

>,
e

Figura 1- Barra cilindrica tracionada por
uma forca N.

“+

Ao se estudar um ponto da
secao transversal indicada,
encontra-se uma tensédo normal de
tracao:

_N
o=+ D

onde A é a é&rea da secao
transversal.

/N

@% .
Ry 2,
Figura 2- Tensdo Normal que atua em um
ponto P da secéo transversal.

Na eventualidade de se
estudar o mesmo ponto, porém sob
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a Otica de um plano inclinado em
relacgo ao plano da secao
transversal, a forca aplicada ficara
inclinada em relacao ao plano. Com
isto, para o plano inclinado existira
uma componente normal e uma
componente cortante.

Figura 3- Componente Normal e Cortante
em um plano inclinado.

As projecbes, normal e de
cisalhamento sao determinadas por:

N =P xcosa
V =P xsena

Note-se, que a estas
componentes estdo associadas, no
ponto em estudo, uma tensao
normal e uma tensdo de
cisalhamento. Estas tensbes serao
indicadas por c"e 1"

Sabendo-se que a area da

secao no plano inclinado é :
cosa

estas tensoes ficam:
P xcosa
[}
O =———=>
A
cosa
P xcos?a
ocl=—"" " >

A

6’=0 xcos’al (2)

Estado duplo de tenséo



5 _Pxsena
A

2>

cosa

0= P xsena xcosa
A

2>

1” = oxsena xcosa

ou

1° =9 xsen2a (3)
2

Verifica-se, entdo, que em
funcdo da inclinacdo do plano
estudado, em relagdo ao plano da
secao, variam as tensdes, normal e
de cisalhamento.

Note-se, também, que o
maximo valor que a tensdo normal
assume ocorre quando a = 0; ou
seja, quando o plano estudado € o
plano da sec¢éao transversal.

A tensdo de cisalhamento,
por sua vez, possui o valor maximo
quando o = 45°% ou seja, quando o
plano estudado esta a 45° do plano
da secéo transversal.

Para componentes onde
atuam diferentes esforcos
solicitantes  simultaneamente, a
determinacdo das tensbes que
atuam em um ponto, em diferentes
planos, se torna importante para
que seja  possivel executar
corretamente o dimensionamento.

O estudo do estado duplo,
embora seja uma simplificacdo do
caso geral de tensdo que pode
ocorrer em um ponto, € importante
na medida em que, por ele se
determina o estado de tensdes que
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ocorrem, por exemplo, nos pontos
da superficie de um objeto.

Equacdes gerais do estado
duplo de tensao

Seja  um  ponto, com
dimensbes infinitesimais, que
pertence a um corpo em equilibrio,
onde em um de seus planos (plano
0), atua uma tensdo normal (op) e
uma tensao de cisalhamento (1,).

L
P
Q?
(=4

Figura 4- Tensdo normal e de cisalhamento
que atuam no plano 0.

Suponha-se, também, que no
plano asterisco (*), também atuem
uma tensdo normal (0*) e uma
tensao de cisalhamento (1*).

@\é@

Figura 5- Tensao normal e de cisalhamento
gue atuam no plano 0 e no plano *.

Assim, em um outro plano
gualquer, inclinado com um angulo
w, em relacdo aos planos 0 e *,
atuam tensdes o e T, como se pode
observar na figura 6.

Estado duplo de tenséo
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“

A expressdo acima mostra
gue as tensdes de cisalhamento em
planos perpendiculares entre si sdo
iguais e de sinais opostos.

Uma outra condicdo de equilibrio é
a soma de forgcas igual a zero.
Tomando-se a direcdo o para esta
condicao, é possivel escrever:

odadz +1"dxdz sen w-1°dydz cos w- ¢°dydz senw - 6" dxdz cosw = 0
Figura 6- Tensdes em planos de um
estado duplo. oda +1'dx sen w-t°dy cos w- ¢°dy senw— o dx cos w = 0

(5)
Deve-se lembrar que o ponto

estda em equilibrio. Assim, os como dx =dacosw e dy =dasena,
esforcos que atuam em cada plano A

~ ) se obtéem:
do ponto séo obtidos pelo produto
das tensbes pela area da face
contida no plano. Lembrando que a
altura do ponto é dz e que cada 0+ 1 cosswsenw—1° senwcosw— 0’ sen’ w- o’ cos’ w=0
esforco atua no centro de gravidade (6)
da face, se obtém:

oda + T'dacosswsenw - 1°dasen wcosw- a’dasenwsenw - 0'dacoswcosw =0

Como 1" =-1° se encontra:
o -2t° senwcosw—-a’ serf w—o cos w=0
o =0’ sen’ w+0o cos® w+2t° senwcosw

ou

lo=0°sen? w+0" cos? w+T° sen2w

(7)

Quando se faz a soma de
forcas igual a zero, tendo como
direcao a direcao de T, se encontra:

Figura 6- Tensdes em planos de um
estado duplo.

0 *
_0 -0 0 7 2

, G T=——Sen2w+1 |Sen” w—Ccos” w

Assim, o equilibrio do ponto 2

se verifica quando: (8)

> M(emP)=0 > As expressdes (7) e (8)
mostram que a tensdo normal e a
tensdo de cisalhamento que atuam

1°dydz xd—2X + 71 dxdz xd—zy =0

Prof. José Carlos Morilla 3 Estado duplo de tenséo



em um plano dependem do angulo
.

Como as funcbes angulares
sdo ciclicas, elas passam por um
valor de maximo e um valor de
minimo. Assim, € possivel entender
que existira um maximo e um
minimo para a tensdo normal. A
estas tensdes se da o nome de
Tensbes Principais _ e se indica por
01 € Oy, respectivamente.

Aos planos onde atuam as
tensBes principais se da o nome de
planos principais _ e séo indicados
por 1 e 2, respectivamente.

Estudando-se 0 maximo e o
minimo das expressoes (7) e (8), se
encontra:

a) O angulo que o plano principal 1
faz com o plano de o° é
determinado por:

0 —_—
Q= arctg(c—oclj 9)
T

b) Os valores para 0; e 0 S&o
determinados por:

o’ +ao’
= +

(11)

c) No plano de o; e no plano de oy,
a tensao de cisalhamento € igual
a zero. Desta forma para que
uma tensdo normal seja tenséo
principal, basta que no plano em
que ela atua, a tensdo de
cisalhamento seja nula.
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d) De acordo com o item c, é
possivel deduzir que as tensodes
principais atuam em planos
perpendiculares entre si.

e) A tensao de cisalhamento, como
a tensdo normal, possui um
valor de maximo e um valor de
minimo. Estes valores sé&o
determinados por:

(12)

f) Como Tmnax € Tmin pPOSSuem o
mesmo valor e sinais opostos,
se pode concluir que estas
tensdes ocorrem em planos
perpendiculares entre si.

g) O angulo entre o plano de Thsx €
o plano de o; é sempre igual a
45°,

h) No plano de Tmax € Tmin @ tensao
normal que atua é determinada
por:

o’ +a
o=——

> | 13)

i) Quando se soma a expressao
(10) com a expressédo (11), se
verifica que:

g,+0,=0"+0’| (14)

Assim, para determinar as
tensdes principais, seus planos, as
tensbes de cisalhamento e seus
planos, basta que sejam conhecidas
as tensdes em dois planos
perpendiculares entre si.

Exemplo.

Estado duplo de tenséo



Em um ponto sdo conhecidas as
tensdes em dois planos
perpendiculares entre si, como
mostra a figura 7.

Ve Plano B

L 50MPa
20MPa -

I Plano A

15MPa

Figura 7- Tensdes em planos
perpendiculares de um estado duplo.

Para este estado de tensdes,
determinar:
a) As tensodes principais
b) A tensdo de cisalhamento
maxima
c) O plano da tenséo o;.

Solucéo:

As tensdes que atuam no plano A
sao:
o, =15MPa

1, =20MPa

Como o plano B é perpendicular ao
plano A, a tensdo de cisalhamento
que nele atua tem o mesmo valor e
sinal contrario aquela que atua no
plano A. Com isto, as tensdes que
atuam neste plano sao:

o, =50MPa
T, = —20MPa

(Item a)
De acordo com a expressao (10), é
possivel escrever:
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2
_0,*0g O, —0Og 2
0, = 2 + 2 T,

2
01=15;5o+\/[15250j 4 20?

0, =59,]MPa

2
o, +0 o, — 0O
o, = A B _ A B +T,2A
2 2

2
o, :15;50_\/(15250j +20?

o, =59MPa

(Item b)
De acordo com a expressao (12) é
possivel escrever:

2
Tméx = _Tmin :\/(gj +202

T = Tin = 26,6MPa

max

(Item c)
De acordo com a expressao (9), se
pode registrar:

0= arctg(uj
TA

com esta expressdo, o angulo Q
encontrado sera o angulo entre o
plano A e o plano 1. Assim, se tem:

Estado duplo de tenséo



Q =65,6°
Plano B
Plano A Plano 1
&
‘6
Plano 2

Figura 8- Planos principais para o estado
duplo da figura 7.

Circulo de Mohr

O Circulo de Mohr & uma
forma gréfica de resolver um estado
de tensdes.

Para que seja possivel o uso
do Circulo de Mohr, é necesséario
gue cada plano seja representado
por um ponto em um sistema de
coordenadas (o;t), como mostra a
figura 9.

T
A

- A
]
| o
Oa

Ta

Figura 9- Plano representado pelas tensfes
gue nele atuam no sistema o;T.

Neste tipo de representacéo,
é possivel notar que:

a) Os planos das tensdes
principais sao representados
por pontos que se encontram
no eixo o, jA que neles a
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tensdo de cisalhamento é
igual a zero.

As tensdes de cisalhamento,
maxima e minima, sao
representadas por pontos
gque Ssado simétricos em
relacdo ao eixo 0. Lembrar
gue nestes planos ocorre a
mesma tensdo normal e que
as tensdes de cisalhamento
sdo iguais e de sinais
opostos.
T

A

Trnax. Plano

de Tmax.

.o
L

Toin. Plano

de Tmin.

Figura 10- Planos das tensdes de
cisalhamento, maxima e minima.

c)

d)

Quando sao observadas as
expressdes (13) e (14), se
conclui que a tensao normal
gue atua nos planos das
tensdbes de cisalhamento,
maxima e minima, é igual a
média aritmética das tensdes
principais.

Planos perpendiculares entre
si sédo representados por
pontos que a mesma
distancia do eixo o, porém
em lados opostos. Note-se
aqui que a tensdo normal
média dos dois planos é igual
a tensdo média das tensbes
principais

Estado duplo de tenséo
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Ta A

‘ \ Oa o
Oat0s
Te=-Ta 2

Figura 11- Planos perpendiculares entre si
no sistema o;1.

e) A figura geométrica que satisfaz
a todas estas condigbes
simultaneamente € um circulo.
A este circulo se da o nome de
Circulo de Mohr .

“T — Plano de Tmax

Planode 0. Tap
Plano de o:

~0:1%+02

Te=-Ta | 2

 Plano de Tmn

Figura 12- Circulo de Mohr.

De acordo com o exposto, €
possivel tracar o Circulo do Mohr
para qualquer estado duplo. Para
tal, se deve observar:

1. Planos perpendiculares entre si
sdo representados por pontos
diametralmente opostos.

2. O centro do Circulo de Mohr se
encontra no eixo o.

3. A tensdo principal o1 se
determina interseccdo entre o
eixo o e o lado direito do circulo

4. A tensdo principal o> se
determina interseccdo entre o
eixo 0 e o0 lado esquerdo do
circulo

5. As tensdes de cisalhamento,
maxima e minima, séo
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determinadas pelas tangentes
horizontais ao circulo.
Conhecidas as tensdes em dois
planos perpendiculares entre si,
o centro do circulo de Mohr se
encontra na média entre as
tensbes normais que atuam
nestes planos. Isto pode ser
observado na figura 12.
Conhecidas as tensdes em dois
planos perpendiculares entre si,
o raio do circulo de Mohr pode
ser determinado pela hipotenusa
do triangulo hachurado na figura
13.

Planode 0. Tap=—

Figura 12- Determinacéo do raio do
Circulo de Mohr.

2
Raio = (%] +12 | (15)

. Quando se compara a
expressao (15) com a expressao
(12), se nota que o raio do
Circulo de Mohr é igual ao valor
da tensdo de cisalhamento
maxima.

A tensdo principal maxima pode
ser determinada pela soma entre
o raio do circulo e a tensao
normal média dos planos
perpendiculares entre si.

+0 :
olzTB+Ra|o

Estado duplo de tenséo



10.A tensao principal minima pode
ser determinada pela diferenca
entre o raio do circulo e a tenséo
normal média dos planos
perpendiculares entre si.

0, +0 :
0, =——2 —Raio

+Ti

2
:0A+GB_ O, —0pg
2

(17)

11.0 angulo entre um plano do
estado duplo e o plano onde
atua o;, pode ser determinado
por:

Planode g. Ta
Plano de 0.

Te=-Ta

Figura 13- Determinac&o do angulo entre
dois planos no Circulo de Mohr.

Na figura 13, o angulo Q é o angulo
entre o plano A e o plano de o;. Na
mesma figura o angulo y é o angulo
entre o plano B e o plano de o3.

Quando se observa que o triangulo
tracado é um triangulo retangulo (a
hipotenusa € um diametro do
circulo), o angulo entre os planos A
e B é determinado pelo angulo reto
que ocorre no vertice oposto a linha
que une os dois planos.

Desta maneira, e possivel
determinar o angulo entre dois
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planos quaisquer dentro do circulo
de Mohr. Para isto é necessario
tracar um triangulo retangulo onde a
hipotenusa € um didmetro do
circulo, que contenha o ponto que
representa um destes planos. O
ponto que representa o outro plano
deve estar na interseccao dos dois
catetos.

Na figura 14 estao representados 0s
planos A; B e C. Os planos A e C,
sdo perpendiculares entre si e estao
diametralmente opostos. Note que o
angulo entre estes planos € medido
no veértice oposto a linha que une os
pontos A e C.

O angulo entre os planos B e Ce
igual a 40° e é medido no vértice A.
Da mesma maneira o angulo entre

os planos A e B é igual a 50° e é
medido no vértice C.

Figura 14- Determinacdo do angulo entre
dois planos no Circulo de Mohr.

Estado duplo de tenséo



Lista 2

1. A figura mostra um ponto
material limitado por planos. As
tensdes indicadas caracterizam
o estado duplo de tensbes para
este plano. Determinar o Circulo
de Mohr; as tensdes principais e
a maxima tensao de
cisalhamento.

2. Em um eixo de 50 mm de
diametro, atua um momento
fletor de 300 Nm e um momento
de torcdo de 200 Nm.
Determinar, para um ponto do
perimetro externo do eixo, as
tensbes principais e o angulo
entre o plano da secao e o plano
de o;.

Resposta —
0, =27 MPa; 0,=-2,5 MPa
Q=73°.

3. Para o0 exemplo anterior,
determinar a tensdo de
cisalhamento maxima e a tenséo
normal que atua em seu plano.

Resposta —
Tmax = 14,7 MPa; 0= 12,2 MPa

4. Em umponto sdo conhecidas as
tensbes em dois planos
perpendiculares entre si.

o =-20MPa
Plano a
T =-30MPa
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o0 = 40MPa
Plano 3
'[ =
Determinar:
a. As tensdes principais
b. A tensao de cisalhamento
maxima
c. O plano da tenséo de o;
Resposta —
01 =52 MPa; 0,=-32 MPa;
Tmax = 42 MPa Q = 67,5°.

5. Repita o exemplo numero 2,
resolvendo agora, pelo Circulo
de Mohr.

6. Em um estado plano de tensdes,
as tensdes que agem em dois
planos, ndo perpendiculares,
séo:

o, =50MPa
Plano r
T, =30MPa
o, = -30MPa
Plano s
T, =30MPa

Desenhar para este estado duplo o
Circulo de Mohr e determinar as
tensdes principais.

7. Em um estado plano de tensdes,
as tensbes que agem em dois
planos, ndo perpendiculares,
sao:

o, =50MPa
Plano r

T, =30MPa

o, =10MPa
Plano s

T, =10MPa

Estado duplo de tenséo



Desenhar para este estado duplo o
Circulo de Mohr e determinar:
a. As tensdes principais
b. O angulo entre os planos
res
c. O angulo entre o planore
o plano 1
d. A tensado de cisalhamento
maxima
e. O angulo entre o plano s
e 0 plano de Tmax.

Resposta

01 =71 MPa; 0, =8 MPa; Tmax = 32
MPa; ars = 44° a; = 379 Oy - max =
37°

8. O estado duplo de tensdes que
atua em um ponto é
caracterizado pelas tensdes que
agem em dois planos:

0 =100MPa
Plano a

T =30MPa

o =20MPa
Plano 3

T =30MPa

Usando o circulo de Mohr,
determinar o angulo entre estes
planos.

9. Desenhar o Circulo de Mohr
para o estado duplo de tensdes
que existe em um ponto,
conhecendo as tensbes que
atuam nos planos a e f,
perpendiculares entre si.

o0 = 40MPa
Plano a
T =60MPa
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o =-30MPa
Plano f3

Determinar, entdo, as tensdes
principais, a maxima tensdao de
cisalhamento e o angulo entre o
plano a e o plano em que atua a
minima tensdo de cisalhamento.

10.A placa da figura foi obtida por
meio da solda entre sois
triangulos. Determine a tensao
normal e a tensao de

cisalhamento no plano da solda.
250

LT
i

10 MPa

4,5 MPa

|
|

Resposta —
os = 8,5 MPa; 1s = 4,5 MPa

11.A figura mostra o Circulo de
Mohr que representa o estado
duplo de tensdes de um ponto.
No circulo, o ponto P é o pdlo
associado ao plano vertical Tt
Determinar o angulo entre o
plano p e o plano onde atua a
maxima tenséo de cisalhamento.

T
“ kgf/cm2

300

12.A figura mostra um Circulo de
Mohr relativo a um estado duplo
de tensbes que existe em um

Estado duplo de tenséo



ponto; também sdo mostrados
os planos a e [3. Determinar as
tensdes que atuam nestes dois
planos e determinar, o angulo
entre o plano 3 e o plano onde a
tua a minima tensdo normal.

T kgf/cm2
-200 /80
\
400 O
' -
\
\
|
\
B
6,
plano B\ O
plano a

13.Um rebite de 10mm de diametro
foi montado em uma junta tal
que a forca normal, residual, de
tracdo no rebite é de 5 kN. Este
rebite trabalha, na junta, de tal
forma que a forca cortante que
nele atua é de 8 KkN.
Considerando que o estado de
tensbes seja um estado duplo,
determinar:

a. O Circulo de Mohr.

b. As tensdes principais.

c. A tensao de cisalhamento
maxima.

d. O angulo entre a tensao
principal maxima e o
plano da secéo.

Resposta

01 = 140 MPa; 02 = -75 MPa; Tmax =
108 MPa; a = 37° a partir do plano
0.
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14.Uma barra circular de 50mm de
diametro esta sujeita a um
momento de torcdo de 5 kNm. O
material desta barra tem
comportamento fragil e entra em
ruina quando a tensdo normal
atinge 300 MPa. Determinar:
a. O circulo de Mohr para o
estado de tensdes.
b. As tensdes principais.
c. O coeficiente de
seguranca que  esta
ocorrendo nesta situacao.

15.Uma barra circular de 25mm de
diametro foi tracionada até que
ocorreu a ruptura. Durante o
ensaio, a deformacgdo plastica
iniciou quando a forca de tracéo
aplicada  atingiu 50 KN.
Determinar, quando esta forca
estd sendo aplicada, a maxima
tensdo de cisalhamento que esta
ocorrendo.

16.Em um estado duplo de tensdes,
as trensbes que atuam em dois
planos séo:

o, =50MPa
Plano r

T, =30MPa

o, =50MPa
Plano s

T, = -30MPa

O plano r esta inclinado com um
angulo igual a 60° do plano s, no
sentido anti-horario. Para esta
situacao determinar:

a. O Circulo de Mohr

b. As tens@es principais.

c. As tensdes de
cisalhamento, maxima e
minima.

d. O angulo entre oplano r e
o plano da tensdo de
cisalhamento maxima.

Estado duplo de tenséo



17.Uma barra de gesso com 10 mm
de diametro, sofre um momento
de torcdo que a leva a ruptura.
Sabe-se que 0 gesso é um
material fragil que rompe quando
a tensdo normal de tracéo
maxima  atinge 20 MPa.
Considerando apenas a
existéncia de um estado duplo,
determinar:

a. O momento de tor¢édo que
leva a barra a ruptura.

b. O angulo entre o plano de
01 € 0 plano da secéo.

Resposta

T= 3,9 Nm; a = 45° a partir do
plano de o;.
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