Flechas e deflexdes

Seja uma barra reta, em
equilibrio, apoiada em suas
extremidades, submetida a uma
flexdo normal. Esta barra fletida,
deixa de ser reta assumindo uma
forma, como a mostrada na figura 1.

figura 1 — barra fletida

Note-se que as secdes da
barra sofreram deslocamentos na
direcdo perpendicular ao eixo. Estes
deslocamentos sédo conhecidos como
flechas e indicados por

Note-se, também, que as
secoes, antes paralelas, agora
ocupam uma posicdo inclinada em
relacdo a posicao inicial. A inclinacéo
existente entre a posicdo final e a
posicdo inicial da secdo da-se o
nome de deflexdo e indica-se por ¢.

Como convencdo de sinais,
tem-se:

u(+)para  deslocamentos
acima do eixo da barra

v (—) para deslocamentos
abaixo do eixo da barra

¢(+)para rotacbes com o
sentido horario

®(-) para rotagdes com o
sentido anti-horario

A flecha e o angulo de
deflexdo de uma secao dependem da
posicdo que esta secao ocupa na
barra. A figura 2 mostra as flechas e
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as deflexbes de duas seches
justapostas na barra.

L X dx
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figura 2 — flechas e deflexdes em duas
secdes justapostas.

Estas sec¢Oes possuem flechas
e deflexdes diferentes. Note-se que
as sec¢Oes, que antes eram paralelas
agora, sao inclinadas por um angulo
-dd. Isto pode ser observado na
figura 3.

-dd

W

figura 3 —inclinagé@o entre duas secdes
justapostas.

Quando se superpde a posicéo
inicial e a posicéo final destas secdes
verifica-se que o retangulo formado
pelas sec¢bes se transforma em um
trapézio, como pode ser observado
na figura 4.
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figura 4 — posicdes relativas das segoes.

Em uma flexdo normal, para os
pontos que estdo a uma cota z do
eixo y (eixo em torno do qual a secéo
“gira”), a tensédo normal fica:

O'ZIMZ (1)

y

Associada a esta tenséo
normal esta uma variacdo de
distancia entre oS pontos
correspondentes das duas secles
justapostas (Adx). Assim, a
deformacéo pode ser escrita:

_ Adx

e="x @

Dentro do regime elastico é
possivel escrever:

o=Exg (3)

Substituindo as expressdes 1 e
2 na expressao 3, tem-se:

Mz :ExAdx
| dx

y

(4)

Pela figura 4 ¢é possivel
observar que:

Prof. José Carlos Morilla

Univesidade Santa Cecilia
Engenharia Mecéanica
Resisténcia dos Materiais |

Adx

—d¢ 2
tgg — |=—— (6
9( > ] . )
Como se trata de deformacgdes

dentro do regime elastico, a
deformacdo € muito pequena, ou

seja:
—do | —do
t9(7j~ 2

Assim, é possivel escrever:

Adx =-zxd¢ (6)

Com a expressdo 6, a
expressao 4 pode ser escrita como:

IMZ:EXLqu) ->

y dx
M :—d¢
E><Iy dx
d M
2o
X E><Iy

A expressao 7 pode ser escrita
na forma integral que fica:

_(_ M
o= Bt X ®

A figura 5 mostra a relagéo
entre a diferenca de flechas nas
secbes justapostas e o angulo de
deflexao.
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figura 5 — diferencas de flechas entre as
secoes justapostas.

Pela figura 5 ¢é possivel
escrever:

t9(0)= =0 ©

A expressao 9 pode ser escrita
na forma integral que fica:

u:j¢dx (10)

Com as expressbes 7 e 9 se
obtém a Equacéo da Linha Elastica

dv _do__ M

dx? dx ExI,

(11)

Observa-se aqui que as
flechas e as deflexdes podem ser
obtidas a partir da integracdo da
funcdo momento fletor que atua nas
secoes da barra.

A seguir, serdo apresentados
alguns exemplos de determinacao
destas deformagbes e destes
deslocamentos.

Exemplo 1

Determinar a flecha e o angulo de
deflexdo na extremidade livre da
barra quando se sabe que E e | séo
constantes.
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solucao
A funcdo momento em uma sec¢ao
qualquer da barra fica:

P

l

M= -Px

Aplicando-se a expressédo 8 vem:
M -Px
=|-—dx=|-——dx
¢ I El -[ El

¢=§.[de

Px?
= +C, (12
0 2l )| (12)

Usando-se a expressao 10 se
encontra:

v :Iq)dx :I(Z; +C1de

Px3
6El

u= +Cx+C,| (13)

As constantes de integracdo que
aparecem nas expressbes 12 e 13
sao determinadas pelas condicbes de
contorno, isto é, pelas restricdes de
movimento impostas pelos apoios.
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No presente exemplo, nota-se que na
posicdo de engastamento a flecha e o
angulo de deflexdo devem ser nulos;
ou seja:

parax=/(=¢ =0
parax=/=0=0

Aplicando-se estas condicdes na
expressao 12 tem-se:

2
o:Pz +C,
2E|
p?
C,=- 14
1= TR (14)

Aplicando-se estas condicdes na
expressao 13 tem-se:

3
0= weu+c,
6EI

P pr3
= - +C,
6El 2EI

P
3EI

0=

+C,

_ P
, =
3EI

(15)

Com os resultados encontrados nas
expressdes 14 e 15, as expressdes
gue fornecem o angulo de deflexao
(12) e a flecha (13) ficam:

Px? P/?
2El  2El

¢=

_ P (2,
¢_E(x ) (16)
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Px® Pr?> P/
6El 2EI 3EI

P 3 2 3
L=——IXx"—-3¢°x+2/ 17
6EI( ) (17)

As expressOes 16 e 17 fornecem o
angulo de deflexdo e a flecha em
gualquer secao da barra.

Na extremidade livre da barra, x=0.
Assim, o angulo de deflexdo e a
flecha nesta sec¢éo ficam:

P p?
=—1|0 -/*)D>|p=- 18
¢ 2EI( ) >0 21|19
3
b= (0-370+20%) v ="
6E| 3E|

(19)

Com estes resultados se observa que
o0 deslocamento da secdo € para
baixo e que esta secdo gira no
sentido anti-horario a partir de sua
posicao inicial.

Exemplo 2

Determinar a flecha e o angulo de
deflexdo na secdo que se encontra
na metade do comprimento da barra
guando se sabe que E e | séo
constantes.
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solucéo

Para determinar a funcdo momento
em uma secao qualquer da barra, é
necessario determinar as reacdes de
apoio. As reacOes de apoio séo:

q
Lyyyy L
T/q o qll2 T
| z |
Com estas reacfes, a funcédo

momento para uma secao qualquer

da barra fica:
X

q
ywyy ||

7

T/q o qll2 T

M =g(€x—x2) (20)

Aplicando-se a expressédo 8 vem:

0= gk =]~ o xx) o

¢ = ZCI;I (Ex x)jx
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¢__(ﬁ f’; j+c (21)

2El\ 3

Usando-se a expressao 10 se
encontra:

4
o= (XX cyic 22
2EI12 6

Para determinar as constantes de
integracdo, nota-se que na posicao
dos apoios a flecha € igual a zero; ou
seja:

parax=0=0v=0
parax=/=0=0

Aplicando-se estas condigbes na
expressao 22 se encontra:

0=-3 (0-0)+c,0+C,
2E|

(23)

4
0= 9 (L T,
2EI\12 6

4
0=-9"_,cy
24E|

qt® _
=C,| (24
24E]| i 29

Com os resultados encontrados nas
expressbes 23 e 24, as expressdes
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gue fornecem o angulo de deflexédo
(21) e a flecha (22) ficam:

o= q (ﬁ_fxz}rqf?’

2EI 3 2 24

_q (x® £x2+£3
=12 - 4|25
¢ 2EI[3 2 "12) @

4 3 3
v=_d XX, A x
2EI(12 6 24

4 3 3
U:i X__£L+€_X (26)
2EI\12 6 12

Para determinar o angulo de deflexédo
e a flecha na metade do comprimento

da barra, basta substituir x por //2 nas
expressoes 25 e 26 respectivamente.

3 3 3
b 0 (2 0, ),
2DI{(24 8 12

(27)

4 4 4
N DR R
2EI\ 192 48 24

_ 5q¢*

L= 28
384EI| (28)

Exemplo 3

Determinar a flecha e o angulo de
deflexdo na extremidade livre da
barra quando se sabe que E e | séo
constantes.
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q
yyvy | |||

7

solucéo
A funcdo momento em uma sec¢ao
gualquer da barra fica:

q
yyvyy |||

X

4

4

_9x’?
2

M=

Aplicando-se a expressao 8 vem:

C (Mg = [o
¢_I Eﬁx_j 261

_ g 3
¢—EJX dx

3

=9
=i

+C,| (29)

Usando-se a expressdo 10 se
encontra:

V= I¢dx :I(ELEE: +Cljdx

4

gx
24E

U=, +CxX+Cs| (30)

Neste exemplo, assim como no
primeiro, nota-se que na posi¢do de
engastamento a flecha e o angulo de
deflexdo devem ser nulos; ou seja:
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parax=/=¢ =0
parax=/=v0v=0

Aplicando-se estas condigbes nas
expressoes 29 e 30 tem-se:

3
O:%+Cl
6EI

__qe
C,=-+| (31
R (31)

qe*
24E

S+Cil+C,

4 4
0= 9t —%+C2
24El  6EIl

_ 3q¢*

C,=
24E|

(32)

Com os resultados encontrados nas
expressdes 31 e 32, as expressdes
gue fornecem o angulo de deflexao
(29) e a flecha (30) ficam:

(I) :ﬁ _q_ﬁ
6El 6El

_ 4q (,3_,3
¢—@(x ) (33)

4 3 4
v X q/ - 3q/
24El 6El  24El

— q 4 3 4
L= X" —40°X + 3/ 34
24EI( ) (34)

As expressdes 33 e 34 fornecem o
angulo de deflexdo e a flecha em
gualquer secao da barra.
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Na extremidade livre da barra, x=0.
Assim, o angulo de deflexdo e a
flecha nesta secéo ficam:

¢=-%§ (35)

U:O—O+M

24E]|

Uzzj—g (36)
Exemplo 4

Determinar a flecha e o angulo de
deflexdo na sec¢do que se encontra
na metade do comprimento da barra
guando se sabe que E e | sao
constantes.

L12 (12

solucéo

Para determinar a funcdo momento
em uma secao qualquer da barra, é
necessario determinar as reacdes de
apoio. As reacdes de apoio sao:
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=]
P2 P2
(12 (12
Com estas reacdes, a funcédo

momento para uma secao qualquer
da primeira metade da barra fica:

X P

7

* P/2 P/2 j
(12 (12
-

[
P /

M=—x ara 0sx<—
5 (P 2)

Para a segunda metade da barra a
funcdo momento fica:

M=g(€—x) (para ésxsﬁ)

Note-se, entdo que se tem uma
funcdo para a primeira metade
diferente da funcdo da segunda
metade.

Para a determinacdo do angulo de
deflexdo e da flecha é necessario
fazer a integracdo das fungbes dos
dois trechos e de terminar as
constantes de integracao para elas.

Para o primeiro trecho se encontra:
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Px?
=——"_+C, (37
¢ 2E| v (37)
U:Iq)dx:I —P—X2+C1 X
4E|
v=-P¥ Lcx+C, (38)
1261 * 2

Para o segundo trecho se encontra:

¢ =j—gdx =j—%(€—x)dx

P/x Px?
- +

6= 2EI  4E|

+C; (39)

C3jdx

v= _fd)dx =_[(— Pix  PXZ

2E|  4El
2 3
= PX° L PX e x+C, (40)
4E1  12EI

Para determinar as quatro constantes
de integracdo sdo necessarias quatro
condi¢cdes de contorno. Nota-se que
na posicdo dos apoios a flecha é
igual a zero e que na posicao de
aplicacdo da carga a flecha e o
angulo de deflexdo sédo os mesmos
para os dois trechos da barra; ou
seja:

parax=0=v0v=0
parax=/=0=0

l
para X= E = (p(primeirotrecho) - ¢(segundotrecho)

14
para X = E = U(primeirotrecho) - U(segundotrecho)

Assim, se obtém:
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Da expressao 38 vem:

PO°
0=- +C,0+C,=2|C,=0| (41
12E| 1 2 ( )

Da expresséao 40 se obtém:

3 3
__Pet Pt +C,0+C,
4E1 12EI
ps3

0=-

+C,0+C, (42
“ "o +C. (42)

Igualando-se a expressao 37 e 39, se
encontra:

Pr? P2 P2
- +C, =- + +C,
16EI 4E1 16El
P2
+C. =C
gel +
pr?

C,=C., - 43
1= Cs T, (43)

Igualando-se a expressao 38 e 40, se
encontra:

pr? 2N = VA VA /
+ + +

-——+C,—+0=-——++—+C,—-+C,
96EI 2 16El  96EI 2

Substituindo-se o0 encontrado na
expressao 43, tem-se:

3 2
P/ +[C3_P€ JE:C3€+C

24E| 8El |2 2 ¢

P

48E1 (44)

4
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Voltando na expresséo 42 e
substituindo o encontrado em 44:

__P€3_+ P/

0= A=
6El 48E|

oP/3

0=Cyl ———
48E|

_9P/?
®  48EI

(45)

Com C3 encontrado na expressao 45
€ possivel obter C; por meio da
expressao 43. Assim:

_9P/* _PL?

' 48El SEI
P2

= 46

' 16El (46)

Com o valor de C;, encontrado na
expressao 46 e de C,, encontrado na
expressao 41, as funcdes para o
angulo de deflexao e a flecha para o

trecho 0< x < 52 ficam:
Px? P/?
=-X 4 47
o 4E|l 16El (47)
3 2
__ P P L e
12El 16El

No ponto de aplicacdo da forca P,
gue € a metade do comprimento da

barra, isto é X:V, 0 angulo de
deflexéo e a flecha ficam:

oo PUaf e

4E1  16El
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_ _Pe? P2 P
¢=- +
16ElI 16EIl
7
L/2 L/2
3
_ P(/ P g 5PL
12EI " 16EI 2 48El
YE , YE ocorre na extremidade livre
96EI 32EI P
|
- PO ey
48El
L/2 L/2
_5PL°
16EI
Exercicios ocorre na extremidade livre
Usando as integracOes, determinar
para as barras prismaticas abaixo, P
gue possuem EI constante ao longo
de seu comprimento, a flecha maxima Y
e 0 ponto onde ela ocorre.
P =) 2a a
3
9= Pa
El
a a / ocorre na extremidade livre
L q
yyyyy | |
9="2 (312 - 4a2)
24El 7 2
ocorre no meio do vao .
_ 5qL°
384EI

ocorre no meio do vao
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