O estudo deste capitulo sera
dividido em duas partes:
1) A torg&o de barras circulares
2) A torcéo de barras nao
circulares.

TORCAO DE BARRAS
CIRCULARES

Seja uma barra circular com
diametro “d” e comprimento.”?”,
solicitada por um momento de torgéo
“T”, como mostra a figura 1.

Figura 1 — barra de sec&o circular
solicitada por um momento de torgédo

Observa-se que ocorre uma
rotacdo entre as sec¢Oes limitantes do
trecho. Ao angulo desta rotacdo da-se
o0 nome de angulo de deformacéo por
torcéo e se indica por 0.

Figura 2 — Angulo de deformagéo por
torcdo
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Observa-se, ainda, na figura 2 a
formagcdo de uma hélice pelas linhas
paralelas ao eixo da barra. O angulo

7

de hélice em cada ponto é indicado
por y e é chamado de distorcao.

Para determinar as tensdes
desenvolvidas e as deformacdes
correspondentes, toma-se um

infinitésimo de comprimento de barra
“dx”, como o da figura 3.

— T

Figura 3 — Elemento de barra cilindrica,
solicitada por um momento de torgéo

Tensdes de Cisalhamento

Note-se que o ponto A tem o
deslocamento A-A’. Para que este
deslocamento ocorra, € necessario
gue nele atue uma tensdo de
cisalhamento como a mostrada na
figura 4

A TA
a9
i
\o7 /A
T

Figura 4 — Tenséo de cisalhamento no
ponto A

Observa-se que esta tensao tem
direcdo perpendicular a linha que une
0 ponto A ao centro de gravidade da
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Deve-se observar, também, que
a existéncia do equilibrio, implica em
gue o conjunto dos momentos das
tensdes de cisalhamento, em relacao
ao centro de gravidade da secao, deve
ser igual ao momento de torgédo nela
existente. Assim, é possivel escrever:

T=[ (txR)d, (1)

onde R é distancia entre o ponto e o
centro de gravidade da secéo.

Note-se, ainda, na figura 4, que;
a condicdo necesséria para que a
linha O-A’ permaneca reta, como é a
linha O-A, repousa na proporgcéo
entre os deslocamentos dos pontos
desta linha. Assim, os deslocamentos
devem ser proporcionais a distancia
entre o ponto e o centro de gravidade
da secdo. A figura 5 mostra esta
relacéo.

O cB/A

Figura 5 — proporcao entre o0s
deslocamentos

Dentro da validade da Lei de
Hooke, as tensdes sdo proporcionais
as deformacdes. Assim, € possivel
concluir que as tensbes sdao
proporcionais as distancias entre o0s
pontos e o centro de gravidade.

Ta

RA
TR (2)

Tg B

Pode-se entdo escrever:
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Ia _Ts _ T _ contstante (3)
R, R R

Aplicando-se esta relagéo na
expressao 1, se obtém:

R
T:J.A(TXR)dA xﬁé

T =J‘A(%XR2]dA 9
T 2
T=ELRdA(®

Na expressdo 4, a integral
[[R’d,nada mais é do que o

momento polar de inércia da se¢cdo em
relagdo a seu centro de gravidade.

Neste capitulo esta integral sera
chamada de Momento Polar de Inércia
a torcao e indicada por I;.

L:LRMA(Q
Obtém-se, entao:

T=%><It-)

T=—xR
I, (6)

A expressdo 6 mostra que a
tensdo de cisalhamento que ocorre no
ponto é proporcional a sua distancia
ao centro de gravidade. Sendo assim,
€ possivel concluir que a maxima
tenséo de cisalhamento ira ocorrer nos
pontos mais afastados deste ponto,
isto é, nos pontos do perimetro da
secao.
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Desta forma, € possivel escrever:

T

t

(7)

max{t} =

R

max

Na expressdao 7, 0 quociente

t

, € uma propriedade da area da
Rmax

secdo transversal. Ele sera chamado
de Mddulo de Resisténcia a torcédo e
indicado por W;. Assim,

. T
max {T} == (8)

Ndo se deve esquecer que o
dimensionamento € feito por maio da
limitacdo da maxima tensdo de
cisalhamento ao valor da tenséo
admissivel ao cisalhamento, isto é:

méx fc}= 0 <*
W, 9)

Angulo de
torcao

deformagcédo por

Na figura 3, ainda é possivel
observar que o deslocamento A-A’,
pode ser determinado de duas
maneiras:

A-A'=Rxdo
(10)
A-A'=yxdx

Importante se faz lembrar que o
angulo y, para o elemento dx
considerado, sofrera alteracdo quando
existir alteracdo na tenséo
desenvolvida ou a barra for construida
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com um material diferente.

Assim, para uma determinada
tensdo de cisalhamento, e um
determinado material a relacdo entre
esta tensdo e o0 angulo y é uma
constante. A essa constante da-se o
nome de Mobdulo de Rigidez
Transversal e se indica pela letra G.

G="|(11)
Y

Usando as duas igualdades da
expresséo 10, tem-se:

Rxdo=yxdx (12)

Da expressao 11 tem-se:
T
=— (13
Y=3 (13)

Substituindo a expressdo 13 na
12 se obtém:

Rxdo = - xdx (14)
G

Substituindo a expressdo 6 na
expressao 14 tem-se:

I><R
It

Rxdo = x dx =

d0=—" xdx (15)
GxI

t

O angulo de deformacédo por
torcdo na extremidade de um trecho
de comprimento 1, fica:

0 4 T
ezldezlexltxdx-)
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l
e=j T .dx (16)
0

No caso da secdo ser constante
e nao existir variagdo no momento de
torcdo ao longo do comprimento, é
possivel escrever:

T ‘
0= j dx >
GxI, g
0 Tx/
Gx1. | @D
OBS:
Note-se que para 0

dimensionamento a tor¢cdo ndo se da
importancia ao sinal da tensdo de
cisalhamento. Para a determinacao do
angulo 0, este, segue a mesma
convencdo de sinais efetuada para o
momento de torgao.

TORCAO DE BARRAS NAO
CIRCULARES

Quando as barras nado séao
circulares, a consideracdo que a
tensdo de cisalhamento atuante em
um ponto € proporcional a sua
distancia ao centro de gravidade da
secdo, ndo é mais valida.

Tome-se por exemplo uma secao
guadrada, como a mostrada na figura
6.

Tmax

’Cméxj\/ ! N Tmax
S

\ /

‘Cméx/

Figura 6 — Tenséo de cisalhamento
maxima em uma sec¢éo quadrada
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Nesta secdo, o0s veértices do
guadrado, que s&o 0sS pontos mais
afastados do centro de gravidade, a
tensdo € nula. A tensdo maxima
ocorre nos pontos do perimetro da
secdo que sao tangentes ao maior

circulo inscrito na secéo.

O estudo da localizacdo destes
pontos e, por consequéncia, das
tensdes maximas que nelas ocorrem,
é feito pela teoria da elasticidade, que
nao € objeto de nosso curso.

A tabela 1, mostra valores de W,

e I, para algumas secles
transversais.
Tabela 1
Secéo Transversal I W,
N
nxd? nxd?
32 16

i(D“—d“) "_(p*-d*)

32 16xD
Tmax
Y, a*V3 a’
N 80 20
a -
Tmax
v
Tmax <2
nxadxb? nxaxb?
a’? +b? 2
a_|_a_
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Tabela 1 — Continuacao

Secédo Transversal I W;
| 3
} 0105 xd* | 188xd
10
1

Bxhxb® axhxb?

hb | B | hb | «
1 [014] 1 |o021
c 2 1023 2 |025
3 026 3 [0,27
‘ 4 | 028 4 |028
) 5 029 5 |0.29
. 10 [ 031 ] 10 | 0,31
20 [ 032 20 | 0,32
o 033 «» |033

16 d

h
d‘*(%h_l) ¢ (2671

TORCAO DE BARRAS COM SECAO
ANELAR DE PAREDE FINA.

Seja uma barra com secao
anelar de parede fina, cuja area da
secdo da parede € A, como se mostra
na figura 7.

Figura 7 — Barra com secéo anelar de parede
fina

Prof. José Carlos Morilla

Universidade Santa Cecilia
Engenharia Mecanica e de Producéo
Resisténcia dos Materiais

Para que a barra seja
considerada de secdo anelar com
parede fina, € necessario que, em
qgualquer ponto da area, a espessura e
seja muito pequena guando
comparada com a distancia entre seu
ponto médio e o centro de gravidade
da secéo (R).

Com esta consideracdo, €
possivel dizer que, para os pontos de
uma mesma linha de espessura, a
variacdo na tensdo de cisalhamento
desenvolvida € desprezivel.

Sabe-se que para que O
equilibrio seja satisfeito é necessario:

T:IrxedexR (18)
A

A figura 8 mostra um elemento
de comprimento onde as espessuras
séo diferentes em seus limites.

figura 8 — Elemento de comprimento de
anel com espessuras diferentes

Assim, para que um elemento de
comprimento do anel (ds) esteja em
equilibrio é necessario que, o produto
entre a tensao de cisalhamento e a
espessura seja constante.

T,X€,=1T,%x€, =17 x€ =constante

Com esta relagdo a expresséo
18 fica:
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T:rerRdS (19)
A

Note-se que o produto Rds da
expressdo € igual ao dobro da éarea
dAin: que aparece na figura 7. Com
esta afirmacéo é possivel escrever:

>

int

TzrerZdA
A

T=1txex2A._. =>

int

T

t=—| (20
2xexA,, (20)

onde A é a é&rea limitada pelo
perimetro médio da parede da secéo.

Para secbes onde existe
variagdo na espessura da parede, a
tensdo de cisalhamento maxima
ocorre nos pontos onde a espessura €
menor. Assim sendo,

, T
max{r}sze - x A (21)

min int

onde emin € a menor espessura de
parede no anel da secao transversal.

Ao se comparar a expressao 21
coma expressdo 8, se verifica que
existe semelhanca entre elas, desde
que:

Wt = 2><emin ><'A‘int (22)

A determinacdo do angulo 6
pode ser feita usando a expressao 17
desde que o momento de inércia a
torcéo l;, seja determinado para este
tipo de secdo. Estes momentos sao
determinados por:
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_4AxAL 23)
vt ds

e

OBS:

A integral{ % para secdes com
e
trechos de espessura constante, pode

n L
ser substituida por » —. Nesta
e

expressao, L representa 0
comprimento do trecho onde a
espessura é e € n 0 numero de
trechos.

A figura 9 mostra uma secédo

transversal com quatro trechos de
espessura diferente.
el

9 - L2 -

e4

L4
L1

™
()

L3

Figura 9 — Secéo transversal com trechos
de espessuras diferentes.

TORCAO DE BARRAS COM SECAO
DE PAREDE FINA.

Seja uma barra com secdo de
parede fina, como se mostra na figura
10.

Figura 10 — Secdo de parede delgada
solicitada a torcéo.
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A torcdo para este tipo de secéo
€ considerada como sendo a torgdo
em um retangulo onde a relacéo

— =00,

b

Para este tipo de secdo, W; e I,
ficam:

_h><b2 | _h><b3
= =

Wt
3 3

(24)

onde h é igual ao comprimento do
perimetro médio da secdo e b é a
espessura desta secdo; como se
observa na figura 11

Quando existe variacdo na direcdo da
secao e/ou variacdo na espessura da
forma mostrada na figura 12, W; e |,
ficam:

hi><bi3 h, xb?
Wt:%xb ) It:z 3

(24)

h4

g —
——

t4__

h2

b3

bl

hi,_ |, h3

Figura 12 — Secéo delgada
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MOLAS HELICOIDAIS

A figura 13 representa um corte
de wuma mola helicoidal sendo
comprimida por uma carga P.

=@=

Figural3 — Mola helicoidal sendo
comprimida

Nesta mola pode ser identificar:

D = diametro da mola
d = didmetro do fio da mola
n = nimero de espiras da mola

Tensodes de Cisalhamento

Ao se observar uma secédo
transversal qualquer do fio da mola,
verifica-se que em seu centro de
gravidade atua:

e Uma forca cortante - P
e Unm momento de tor¢cdo -

T:PxE
2

Estes esforgos solicitantes estéo
relacionados a tensdes de
cisalhamento, como mostram as
figuras 14 e 15.
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Figura 15 — Tensbes nos pontos da
secao.

Nos pontos da secédo atuam as
tensbes 1, correspondente a forga
cortante e 11, correspondente ao
momento de tor¢cao

G- (25)

. P
= —
A t
Note-se que no ponto A atua a
maior tensdo resultante que € igual a
soma entre 1, e 1. Esta resultante
pode ser escrita:

= TP g
W, A

t

Como a secdo transversal é
circular com diametro d, tem-se:

PXB
T= 2 P
nxd®  mwxd?
16 4
4xP 2xD
T = 1+ 26
nxdz( d J (26)
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Quando a parcela % for
muito maior que 1, €& possivel
escrever:

o AxP (2><Dj >
nxd*\ d
. 8xPxD 27)
nxd?

Variacao de comprimento de
uma mola

Para o estudo da variacdo de
comprimento de uma mola € possivel
estudar uma que possua uma unica
espira.

Figura 16 — Mola com uma espira
solicitada & compressao

Na figura 16 & representa a
variacdo de comprimento que a mola
sofrera, devido a acdo da carga P.

Para cada infinitésimo de
comprimento de espira dx, é possivel
escrever:

d5=Rxdo (28)

Como, de acordo com a

expressao 15:

do = x dx =>»

x 1,
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xdx (29)

Para uma espira, dx=Rxdg
onde, @ € o angulo de rotagdo da
espira, que vale 2. Assim tem-se:

dé =R x xRxde =

G xI,

27 T
5= ||R? d 30
-([[ XG><I](P (30)

t

Como todos os elementos da
integral sdo constantes ao longo do
angulo, tem-se:

5 =R? x TI x2n  (31)
t
4
Como T=Px9 e Itz7T><OI )
2 32
tem-se:
8xPxD?
d=—7171] (32
Gxd* (32)

para uma mola com n espiras:

8xPxD®%xn
o =
Gxd*

(33)
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